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Capítulo 1 


Espacos Vetoriais 


1.1 Introdução e Exemplos 


Nose capítulo introduziremos o conceito de espaço vetorial que será usado 


em todo o decorrer do curso. 


Porém, antes de apresentarmos a definição de espaço vetorial, passemos a 


analisar em paralelo dois objetos: o conjunto formado pelas funções f:R —> R, 


denotado por F (R; R) e o conjunto das matrizes quadradas de ordem n com 


coeficientes reais que denotaremos por M, (IR), ou simplesmente, por M,. 
A soma de duas funções f e g de F(R; 
f +g € F(R;R) dada por (f + 9)(1) = f(x) + g(x). 


R) é definida como sendo a função 


Note também que se A € R podemos multiplicar a função f pelo escalar À, 


da seguinte forma (Af)(x) = A(f(x)), resultando num elemento de F (R). 


Com relação a M, podemos somar duas matrizes quadradas de ordem n, 
A = (a;j)nxn e B = (b;;)nxn, colocando A+ B = (aij + b;;)nxn, que é um 


elemento de Mp. 
Com a relação à multiplicação de A = (a;;)nxn por um escalar A € 
natural definirmos AA = (Xa;;)nxn O qual também pertence a Mn. 


R, é 


O que estes dois conjuntos acima, com estas estruturas de adição de seus ele- 
mentos e multiplicação de seus elementos por escalares, têm comum? Vejamos: 
Verifica-se facilmente a partir das propriedades dos números reais que, com 
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relação a quaisquer funções f,g e hem F(R;|R) e para todo A, y € R, são 
válidos os seguintes resultados: 


1. f+9=g9+ f; 
2. f+(g+h)=(f+9)+h; 


3. se O representa a função nula, isto é, O(x) = 0 para todo z € R então 
+ =1: 


4. a função —f definida por (— f)(x) = —|f(x)] para todo x € R é tal que 
PH SO, 


5. Aluf) = A); 

6. A rf=Af+uf; 
TAS +g9)=Af+Ag; 
8. 1f=f. 


Agora, com relação a quaisquer matrizes A, Be C em Mp e para todo À, u € 
R, também são válidos os seguintes resultados: 


LArBS BA: 


2. AF(B+C)=(A+B)+C; 
3. se O representa a matriz nula, isto é, O = (0)nxn então O + A = 4; 


4. se A = (a; ;)nxn então a matriz — A definida por —A = (—a; ;)nxn é tal 
que A + (—A) = O; 


5. AuÃ) = (AJA; 

6. (A+ u)A = àA + pA; 
7. MA+B)=MA+AB; 
8. 1A = A. 
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Podemos ver que tanto o conjuntos das funções definidas na reta a valores re- 
ais como o das matrizes quadradas quando munidos de somas e multiplicação por 
escalares adequadas apresentam propriedades algébricas comuns. Na verdade 
muitos outros conjuntos munidos de operações apropriadas apresentam proprie- 
dades semelhantes às acima. 

É por isso que ao invés de estudarmos cada um separadamente estudaremos 
um conjunto arbitrário e não vazio, V, sobre o qual supomos estar definidas uma 
operação de adição, isto é, para cada u,v € V existe um único elemento de V 
associado, chamado a soma entre u e v e denotado por u+v, e uma multiplicação 
por escalar, isto é, para cada u € Ve A € R existe um único elemento de V 
associado, chamado de produto de u pelo escalar À e denotado por Au. 


Definição 1.1 Diremos que um conjunto V como acima munido de uma adição 
e de uma multiplicação por escalar é um espaço vetorial se para quaisquer u, v 
ewemVe para todo A, y € R são válidas as seguintes propriedades: 


(EV1) u+v=v+uparatodou,v € V; 


(EvV2) u+ (v + w) = (u + v) + w para todo u,v,w E V; 
(EV3) existe um elemento O € V tal que 0 + u = u para todo u € V; 


(EV4) para cada u € V existe v € V tal que u + v = Q; 


(EVS) A(uu) = (Au)u para todou EV e A,n ER; 


(EV6) (A+ ju = àu + yu para todo u € V, A, u € R; 


(EVT) Alu +v) = àu + Av para todo u,v EV eà €R; 


(EV8) lu = u para todo u € V. 


Observação 1.2 É comum chamarmos os elementos de um espaço vetorial de 
vetores, independentemente da natureza dos mesmos. Também chamamos de 
escalares os números reais quando estes desempenham o seu papel na ação de 
multiplicar um vetor. 
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Observação 1.3 O elemento 0 na propriedade EV3 é único, pois qualquer outro 
0 € V satisfazendo a mesma propriedade EV3 então, pelas propriedades EV3 e 
Evlteríamos0 = 0 + 0' = 0 + 0 = 0, isto é, 0 = 0. 


Observação 1.4 Em um espaço vetorial, pela propriedade EV4, para cada u € 
V existe v € V tal que u + v = 0. Na verdade, para cada u € V existe somente 
um elemento v € V com esta propriedade. De fato, dado u € V se v e v' em V 
são tais que u + v = 0 e u +v = 0 então, combinando estas equações com as 
propriedades EV1,EV2 e EV3, obtemos v = v +0 = v+(u+v') = (v+u) +v = 
(u +v) +v = 0 +v = v, isto év = v'. Denotaremos v por —u e u — v por 
u + (—v). 


Observação 1.5 As quatro primeiras propriedades referem-se apenas à opera- 
ção de adição e são conhecidas, respectivamente, por propriedade comutativa, 
propriedade associatividade, existência do elemento neutro e existência do ele- 
mento inverso. 

A quinta e a oitava propriedades são exclusivas da multiplicação por es- 
calar e também podem ser chamadas de associatividade e elemento neutro da 
multiplicação, respectivamente. 

A sexta e a sétima propriedades relacionam as duas operações e são ambas 
conhecidas por distributividade. 


Observação 1.6 A rigor, a definição de espaço vetorial que demos acima se 
refere a espaços vetoriais reais visto que estamos permitindo que os escalares 
sejam apenas números reais. A noção de espaço vetorial complexo pode ser 
feita naturalmente a partir da definição acima com as devidas mudanças. Mais 
precisamente, pedimos que seja satisfeitas as propriedades EV 1 a EV4 e EV8 
enquanto que as propriedades EV5 a EV7 devem valer para todo A, u € C. No 
entanto, embora importante, não usaremos o conceito de espaço vetorial com- 
plexo. 


Um outro exemplo de espaço vetorial, além dos dois apresentados no início 
do texto, é o conjunto dos vetores como apresentados em Geometria Analítica 
munido da adição e da multiplicação por escalar. Dessa forma, o adjetivo vetorial 
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utilizado na definigáo acima deve ser entendido de uma forma mais ampla, sendo 
uma referência aos elementos de V independentemente de serem ou não vetores. 

Talvez o exemplo mais simples de espaço vetorial seja o conjunto dos núme- 
ros reais com a adição e multiplicação usuais. Mais geralmente, para cada n € 
N, podemos transformar o conjunto das n-uplas ordenadas de números reais, 
R”, em um espaço vetorial definindo a adição de duas n-uplas ordenadas, x = 
(x1,...,Xn) e y = (y,...,Yn), adicionando-se coordenada a coordenada, isto 


q 


e, 


+Yy=(11+Y1)---, En + Yn) 


e o produto de uma n-upla x = (z1, .. . , Zn) por um escalar A € R por 


AED): 


E uma rotina bem simples verificar que desse modo R” é um espaço vetorial. 
Deixamos como exercício esta tarefa. 
Verifique também que os seguintes exemplos são espaços vetoriais. 


1. Sejam n € Ne V = Z,(R) o conjunto formado pelo polinômio nulo e 
por todos os polinômios de grau menor ou igual a n com coeficientes reais. 
Definimos a adigáo e a multiplicagáo por escalar da seguinte maneira: 


e Se p(x) = ao + aix +--+ ang” e q(x) = bo +biz +--+ bnr” são 
elementos de 2, (R) então 


p(x) + g(x) = (ao + bo) + (a1 +b1)x + ---+ (an + bn)”. 


* Se p(x) = ao + aix + - -- + anz” é um elemento de 2, (R) e A € R 
então 
Aplx) = (Aao) + (Aa) + --- + Mana”. 


2. Sejam A C Re F(A;R) o conjunto de todas as funções f : A > R. 
Se f,g € F(A;R)e AER defina f +g : A > R por (f + g)(1) = 
Ha) +glx)e (AP (2) = Af(x), x € A. Então, F (A;R) com esta adição 
e produto por escalar é um espaço vetorial. 
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3. O conjunto das funções contínuas definidas num intervalo / C R munido 
das operações de adição e multiplicação usuais (como aquelas definidas 
em 4 (I; R)). Notação: C(I; R). 


4. O conjunto das funções com derivadas contínuas até ordem k € N, (k 
é fixo) definidas num intervalo aberto 1 C R munido das operações de 
adição e multiplicação usuais (como aquelas definidas em F (1; R)). Nota- 
ção: C*(I;R). 


A 


5. O conjunto das funções com todas as derivadas contínuas definidas num 
intervalo aberto / C R munido das operações de adição e multiplicação 
usuais (como aquelas definidas em 4 (T; R)). Notação: CS(T;R). 


6. O conjunto das matrizes m por n com coeficientes reais: Mmxn(R) mu- 
nido de operações análogas àquelas definidas em M,(R). 


Os espaços vetoriais acima envolvem operações com as quais você já deve 
estar familiarizado. O próximo exemplo é um pouco mais sofisticado do que 
os anteriores e por isso mostraremos as oito propriedades. Como conjunto to- 
maremos V = (0,00), o semi-eixo positivo da reta real. Este conjunto quando 
munido às operações usuais de soma e multiplicação não é um espaço vetorial, 
visto que não possui elemento neutro para a adição. No entanto, se para x,y € V 
e A € R, definirmos a soma entre x e y por x H y = xy, (o produto usual entre 
x e y) e o produto de x pelo escalar A como À El x = xò, então V se torna um 
espaço vetorial. De fato, verifiquemos uma a uma as oito propriedades: 


1. x,y € V temos x H y = xy = yx = y H z para quaisquer x, y € V; 


2. xE (y Ez) = x E (yz) = z(yz) = (xy)z = (x B y)z = (x H y) H z para 
quaisquer x, y, z € V 


3. sex € V então, como 1 € V, temos 1 H x = lx = x; observe que neste 
caso, 1 é o elemento neutro da adição, o qual denotaremos por 0; 


4. se x € V, isto é, x > 0, então x7! € V e x Bg! = r7! = 1 = 0; 


5. AO (uO) = AO 2 = (2) = 21? = 24 = (Ap) E x para quaisquer 
teVelAueR; 
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6. (A+) Oz = rò = yq = rò Br” = (AL) E (1012) para quaisquer 
teVelAueR; 


7. AD (x Ey) = 10 (£y) = (zy) = 0%y? = (A O z) E (à E y) para 
quaisquer x,y EV eà €R; 


8. 10x = x! = z para qualquer x € V. 


Ex. 1.7 Considere V = (0,00) com a adição usual + de números reais (faz 
sentido pois a soma de dois números reais positivos resulta em um número posi- 
tivo) e o produto por escalar E] como acima. Mostre que isto não é um espaço 
vetorial. 


1.2 Propriedades 


Das oito propriedades que definem um espaço vetorial podemos concluir várias 
outras. Listaremos algumas destas propriedades na seguinte 


Proposição 1.8 Seja V um espaço vetorial. Temos 


1. Seu +w = v + w então u = v. 


2. Para qualquer À € R, A0 = 0. 
3. Para qualquer u € V, Ou = 0. 


4. Se Au = 0 então A = Q ou u = Q. 


5. Para quaisquer À € R e u E V, (—Au= A(—u) = — (àu). 


6. Para qualquer u € V, —(—u) = u. 


7. Se u,v € V então existe um único w € V tal que u + w = v. 


Prova: 
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1. Pelas propriedades EV3, EV4 e EV2 temos que 
u=u4+0=u+ (w+ (—w)) = (u+w) + (—w) 
= (tuj wsk (0 + (20) 40=8 


2. Pelas propriedades EV3 e EV7 temos 0 + A0 = A0 = A(0+0) =A0+A0. 
Pelo item anterior, AO = 0. 


3. Pelas propriedades EV3 e EV6 temos 0 + Ou = Ou = (0+0)u = Ou + Ou. 
O resultado segue do item 1. 


4. Se À Æ 0 então pelas propriedades EV8 e EVS e pelo item 2 desta proposi- 
ção, u = lu = (1 Au = At (Au) =4A"0= 0. 


5. Utilizando a propriedade EV6 e o item 3 desta proposição, obtemos Au + 
(—A)u = (A + (-A))u = Ou = 0. Pela observação [1.4] —(Au) = (—A)u. 
Analogamente, utilizando-se a propriedade EV7, mostra-se que —(Au) = 
A(—u). 


A prova dos outros resultados é deixada como exercício. 


Ex. Resolvido 1.9 Seja V um espaço vetorial. Mostre que se V (0) então V 
tem infinitos elementos. 


Resolução: Note que se encontrarmos uma função f : R —> V que seja inje- 
tora então V terá infinitos elementos, pois para cada À € R corresponderá um 
elemento distinto f(A) de V. 

Tome v € V, v # 0. Defina f : R > V por f(A) = Av. Para mostrar que 
f é injetora, tomemos A, y E R tais que f(A) = f(u). Devemos mostrar que 
à = u. Como Av = f(A) = f(u) = uv, obtemos Av — (uv) = 0. Pelo item 4 da 
proposição [1.8|temos 0 = Av — (uv) = Av + (—u)v = (A — uw. Como v Æ 0, 
pelo item 3 da mesma proposição, segue que À — u = 0, isto é, À = u. 
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1.3 Exercícios 


Ex. 1.10 Verifique se em cada um dos itens o conjunto V com as operações 
indicadas é um espaço vetorial sobre R. 


1. V = R?, (21, Y1, 21) + (£2, Ya, 22) = (z1 +22, Y +Y2, 21422); Q(T, Y, 2) = 
(ax, ay, az). 


2. V = ( A E ) ;a, b € R} operações usuais de Ms. 


3. V=((x,y) € R?; 3x — 2y = 0}, operações usuais de R?. 


4. V = {f : R > R; f(—x) = f(x), Ve € R}, operações usuais de funções. 


5. V = P(R) = (polinômios com coeficientes reais} , operações usuais de 
funções. 


6. V = R?, (21, y1) + (z2, ya) = (201 —2y1, y1 — 11), a(x, y) = (30x, —az.) 


7. V = R?, (21,41) + (£2, ya) = (21 + 22, Y + Ya), a(x, y) = (az, 0). 


8. V = {(x,y,z, w) € Rt; y = x, z = w°} , operações usuais de Rt. 


9 V=Rx R*, (71,91) + (£2, ya) = (21 + 22, Y1Y2), (x,y) = (az, y“), 
com R* = R \ {0}. 


Ex. 1.11 Termine a demonstração da proposição[1.8] 
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Capítulo 2 


Subespacos Vetoriais 


2.1 Introdução e Exemplos 


M uins vezes nos depararemos com certos subconjuntos de um espaço veto- 
rial que possuem a propriedade de que a soma de dois de seus elementos é um 
elemento do próprio subconjunto bem como quando multiplicamos um elemento 
do subconjunto por um escalar, o resultado continua pertencendo ao subconjunto. 


Definição 2.1 Seja V um espaço vetorial. Dizemos que W C V é um subespaco 
vetorial de V se forem satisfeitas as seguintes condições: 


(sv1) 0€ W; 


(sv2) Se u,v € W então u +v € W; 


(sv3) Seu € W então Au € W para todo A ER. 


Observacáo 2.2 Note que todo subespaco vetorial W de um espaco vetorial 
V é ele próprio um espaço vetorial. As propriedades comutativa, associativa, 
distributivas e EV8 são herdadas do próprio espaço vetorial V. O elemento neu- 
tro da adição é um elemento de W por Svl. Finalmente, seu € W então 
—u = (—1)u € W pelo item![5|da proposicáo|1.8|e por Sv3. 
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Observação 2.3 Obviamente {0} e V são subespaços vetoriais do espaço veto- 
rial V. São chamados de subespaços vetoriais triviais. 


Observação 2.4 Note que W é subespaço vetorial de V se e somente se são 
válidas as seguintes condições: 


(sv?) 0€ W; 


(sv2”) Se u,v E W e à € R então u + Av € W. 


Vejamos alguns outros exemplos: 
Exemplo 2.5 Seja Zi C Pa, dado por P% = {p(x) € Pa; p(0) = 0}. 
Verifiquemos que J% é, de fato, um subespaço vetorial de 2,. 

1. O polinômio nulo se anula em z = 0, logo, pertence a 2%. 


2. Se p(x), q(x) € Pf então p(0) + q(0) = 0 e, portanto, p(1)+q(1) € Pi. 


3. Se p(x) € 4% então Ap(0) = 0 para qualquer A € R. Assim, Ap(1) € Pf. 


Exemplo 2.6 Verifiquemos que S = [(1,y,z) € RÌ;£ +y +z = 0) é um 
subespaço vetorial de Rº. 


1. É claro que (0,0,0) satisfaz 0 + 0 + 0 = 0. 


(1+y+ 


2. Se (x,y,z), (u,v,w) € S então (x + u) + (y +) + (z +w) 
z) + (u +v + w) = 0 e, portanto, (x,y,z) + (u,v, w) € S. 


3. Se (x,y,z) € S então Ax + Ay + àz = A(x + y + 2) = O para qualquer 
AER. Assim, A(z, y, 2) € S. 


Exemplo 2.7 Considere o seguinte conjunto S = {y € C?(R; R); y” — y = 0} 
sendo que y" representa a derivada de segunda ordem de y. Verifiquemos que S 
é um subespaço vetorial de C?(R; R). 


1. Claramente a função nula satisfaz 0” — O = 0; 
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2. Se y1, ya E S então (yı + ya)” — (yı + ya) = (yt — y1) + (y2 — ya) = 0. 
Logo, yı + Ya € S. 


3. Se y € S eà E R então (Ay)” — Ay = Aly” — y) = 0. Portanto, Ay E S. 


Deixamos como exercício a verificação de que os seguintes exemplos são 
subespaços vetoriais dos respectivos espaços vetoriais. 


Exemplo 2.8 Sejam a,,...,d, EReS =([(21,...,Tp) ER Sam ++ 
Ann = 0). Mostre que S é um subespaço vetorial de R”. 


Exemplo 2.9 O conjunto das funções contínuas da reta na reta, denotado por 
C(R;R), é um subespaço vetorial de F (R; R). 


Exemplo 2.10 O conjunto das funções f € C(la, b|; R) tais que 


I ' fade =0 


é um subespaço vetorial de C (|a, b]; R). 


Exemplo 2.11 O conjunto das matrizes simétricas quadradas de ordem n com 
coeficientes reais é um subespaço vetorial de M,(R). 


Exemplo 2.12 Sejamm,n € N comm < n. Então Pm é um subespaço de Pn. 


2.2 Interseção e Soma de Subespacos 


Proposição 2.13 (Interseção de subespaços) Sejam U e W subespaços vetori- 
ais de V. Então U N W é subespaço vetorial de V. 


Prova: 


1. Como 0 € U e 0 € W então 0 € U A W; 


2. Se x,y E UNWeAeER então x + Ay € U ex + ày € W. Portanto, 
+Aye UNW. 
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E 
Questão: Com a notação da proposição acima, podemos afirmar que UU W é 
subespaço vetorial de V? 
Resposta : Não. Basta considerar V = R?, U = [(x,y) € R%x+y = 0) e 
W = ([(x,y) € R?; x — y = 0). Note que (1, —1) € UCUUWe(1,1) € 
W C UUW mas (1, -1) + (1,1) = (2,0) g U U W. 


Proposição 2.14 Sejam U e W subespaços vetoriais de V. Então U U W é 
subespaço vetorial de V se e somente se U C W ou W CU. 


Prova: Se U C W então U U W = W, que é um subespaço vetorial de V. Se 
W c U então U U W = U, que também é um subespaço vetorial de V 
Reciprocamente, suponha que U ¢ W e W Z U. Queremos mostrar que 
U U W não é subespaço vetorial de V. 
Como U ¢ W existe u € U tal que u Z W. Da mesma forma, como W Z U 
existe w E W tal que w ¢ U. Assim, u, w € U U W. Seja v = u + w. 
Se U U W fosse subespaco vetorial de V então v € U U W, isto é, v € U ou 
v € W. No primeiro caso, teríamos w = v — u € U, pois U é um subespaco 
vetorial, mas w £ U. No segundo caso, teríamos u = v — w € W, pois W é um 
subespaço vetorial, mas u W. Ou seja, U U W não é subespaço vetorial de V. 
E 
Se U e W são subespaços vetoriais de um espaço vetorial V e V’ é um 
subespaço de V que contenha U e W, isto é, U UW C V” então V” terá que 
conter todos os vetores da forma u + w, u € U e w € W. Isto motiva a seguinte 


Definição 2.15 Sejam U e W subespaços vetoriais de um espaço vetorial V. 
Definimos a soma de U e W como U + W = {u + w; u € U, w E€ W}. 


Proposição 2.16 (Soma de subespaços) Sejam U,W e V como na definição 
acima. Então U + W é um subespaço vetorial de V. Além do mais, U UW C 
U +W. 


Prova: Verifiquemos que U + W é subespaço vetorial de V. 


1. Como 0 € U e0 € W então0=0+06€U+W; 
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2. Sejam z1, £2 € U + W então z; = uj + wj, u; € U, w; € W, j = 1,2. 
Agora, se A € R então 11 + Axo = u1 +1 + Aus + wa) = (u1 + Aus) + 
(w, + Awg) € U + W, pois U e W são subespaços vetoriais. 


Mostremos que U U W Cc U + W. Sejav e€ U U W. Sev € U então 

v = v+0 € U+W. Sev € W então v = 0+v € U +W. Ou seja, UUW C U+W. 

E 

Ainda usando a notação acima, suponha que V” seja um subespaco de V que 

contenha U e W. Neste caso, para todo u € U C V” e todo w € W C V” temos 

u+w € V', ou seja, U + W C V'. Esta observação nos permite registrar a 
seguinte 


Proposição 2.17 Sejam V um espaço vetorial e U e W subespaços vetoriais de 
V. Então U + W é o menor subespaço vetorial de V que contém U U W. Em 
outras palavras, se V' é um subespaço vetorial de V que contém U U W então 
UUWCcU+W cv”. 


Definição 2.18 Sejam U e W subespaços vetoriais de um espaço vetorial V. 
Dizemos que U + W é a soma direta de U e W se U NW = {0}. Neste caso 
usaremos a notação U & W para representar U + W. 


Observação 2.19 Note que trivialmente {10} € UNW se U e W são subespaços 
vetoriais. 


Proposição 2.20 (Soma direta de subespaços vetoriais) Sejam U e W subespa- 
ços vetoriais de um espaço vetorial V. Temos V = U W se e somente se 

para cada v € V existirem um único u € U e um único w € W satisfazendo 

v=u+u. 


Prova: Suponha que V = U Q W, isto é, V = U + We U AW = {0}. Então, 
dado v € V existem u € U e w € W satisfazendo v = u + w. Queremos mostrar 
que tal decomposição é única. Suponha que existam u’ € U e w’ € W tais que 
v = u' + w. Então, u + w = u + w’, o que implica em u — u’ = w' — w. Mas 
u— u € Uew — w EW e, portanto, u — u' = w — w E€ UN W = {0}, ou 
seja u = u' e w = w. 
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Suponha agora que para cada v € V existam um único u € U e um único 
w € W satisfazendo v = u + w. É claro que V = U + W. Resta mostrar que 
UnW = (0). Obviamente, 0 € U N W. Seja v € UN W, isto é, v € U ev € W. 
Então, existem um único u € U e um único w € W satisfazendo v = u + w. 
Observe quev=u+w=(u+v)-+(w-v)comu-veVew-veWe, 
pela unicidade da decomposição, devemos ter u = u + v e w = w — v, isto é, 
v = 0. Logo, UN W = {0}. 

Alternativamente, poderíamos supor a existência de v 4 0 em U N W e daí 
obteríamos v = 2v — v = 4v — 3v, duas decomposições distintas para v já que 
2v, 4v € U, w £ 4v e —v, —3u E W. 


Exemplo 2.21 Verifique que R* é a soma direta de U = { (x,y,z) € R3; £ +y + 
z=0}eW = {(x,y,z) E€ R3;£ =y = 0}. 


Note que W é de fato um subespaço vetorial de R? pois W = ((x,y,2) € 
R3: = 0} N { (x,y,z) € R3; y = 0} ou, alternativamente, se u1 = (£1, Y1, 21), 
U2 = (xo, Ya, 29) E W então x; Yi T2 Ya Deu + us = (0, 0,21 + Za) 
é claramente um elemento de W. 

Se A € R então 


Au = A(0, 0, 21) = (ÃO, AO, Àz1) = (0,0, Az1) E W. 


Finalmente, (0,0,0) € W, o que conclui a prova de que W é um subespaco 
vetorial. 
Prosseguindo, dado (x, y, 2) € R3 podemos escrever 


(x,y,z) = (x,y, == y) + (0,0,2 +£ +y) 


e como (x,y, —x — y) E€ U e (0,0,2 +£ + y) € W obtemos R? = U + W. 
Resta agora mostrar que U N W = {0}. Seja (x, y, z) € U N W. Temos 


+y+z=0 
É À <> (x,y,z) = (0,0,0). 
y=0 
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Ex. Resolvido 2.22 Considere os subespaços de R? dados por 


U=l[(zyz)€eR';z=0) e V=((x,y,2) €R*;y=0). 


Mostre que RÌ = U + V, mas a soma não é direta. 


Resolução: Dado (x, y, 2) € R? podemos escrever 


(x, y, 2) e (0, y, z) + (x, 0, 0) € U +V, 


pois (0, y, z) € U e (x,0,0) € V. Portanto, Rê = U + V. 
No entanto, a soma não é direta pois UN V 4 ((0,0,0)+, pois, por exemplo, 
(0,0,1) € UNV. 


Definição 2.23 Sejam U,,...,U, subespacos vetoriais de um espaço vetorial V. 
A soma de U; aU, é definida por 


Ui +- HUn = {u ++ uu EU, j=1,...,n). 


Definição 2.24 Sejam U;,..., Un subespacos vetoriais de um espaço vetorial V. 
Dizemos que a soma de U; a U,, é uma soma direta se 


00 (+++ +U) =10), j=1,.n, 


em que o termo U; deve ser omitido da soma. Neste caso usaremos a notação 
Uı O --- 6 Un para denotar a soma de U, a Un. 


Observação 2.25 É óbvio que 


0600 (U +--+ ++ Un) 
se U,,...,U, são subespacos vetoriais. 
Proposição 2.26 Sejam U,,...,U, subespaços vetoriais de um espaço vetorial 


V. Então V =U, 60 - -- 0 Un se e somente se para cada v € V existe, para cada 
j=1,...,n, um único uj € U; tal que V=U +--* + Un. 
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Prova: A prova é análoga à da proposição 
A 


Exemplo 2.27 Mostre que 2» é soma direta dos seguintes subespacos vetoriais 
Ui = (ao; ag € R}, Us = (az; a € R} e Uz = {azx?; as € R}. 


Dado p(x) € 2, temos p(x) = ay + ax + azx?, para certos coeficientes 
ao, 41,49 € R. Assim, Po = Uı + Oz + U3. 
Verifiquemos que a soma é direta. 


1. Mostremos que U; N (U> + Us) = {0}. Seja p(x) € Ui N (Uz + U3). Então 
existem ap, 01,02 € R tais que p(x) = ay = ax +az7?. Se p(x) não fosse 
o polinômio nulo teríamos um polinômio de grau 0, ao, coincidindo com 
um de grau no mínimo 1, ayx + asx?2, o que é um absurdo. Logo, p(x) = 0. 


2. Mostremos que Us N (U1 + Uz) = {0}. Seja p(x) € UsN(U, + U3). Então 
existem ap, 01,02 € R tais que p(x) = ax = ay +92”. Se p(x) não fosse 
o polinômio nulo teríamos um polinômio de grau 1, a, x, coincidindo com 
um de grau O (caso as = 0) ou 2, ay + asx2, (caso ay (0), o que é um 
absurdo. Logo, p(x) = 0. 


3. Mostremos que Us N (U1 +Uz) = (0). Seja p(x) € Uz N (U1 + U2). Então 
existem ao, 01,02 € R tais que p(x) = ax? = ay + ax. Se p(x) não fosse 
o polinômio nulo teríamos um polinômio de grau 2, az1?, coincidindo com 
um de grau O (caso a = 0) ou 1, ay + aix, (caso a, 0), o que é um 
absurdo. Logo, p(x) = 0. 


2.3 Exercícios 


Ex. 2.28 Verifique se em cada um dos itens abaixo o subconjunto W é um 
subespaço vetorial do espaço vetorial V. Caso não sejam especificadas, con- 
sidere as operações usuais. 


1. Y = Ma W= 4 ( E s Jinhae 


A 
== — 
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2. V = Rt, W = f(x, 1, y, y); x,y € R}. 


3. V = Pa(R), W = {p € PR); p(0) = p(1);.. 


4. V = Mn, dada B € Mn, defina W = {A € Mn; BA = 0}. 


5. V = R”,W = (rãs ,£n);@1£1 ++- + anta = 0}, em que a1,..., 
an € R são dados. 


6. V = Mnxı, W = {X € Mnrxı; AX = 0} , em que 4 € Mmxn é dada. 


7. V = P,(R), W = {p € P, (R); p' (©) =0,Vt € R}. 


8. V=M,,W=1(4€ M,; A'= A). 
9. V = Ma, W = {A € Mn; At =-A). 
R); limao f(x) = 0}. 
R); f(xo) = 0} , zo ER. 


10. V = C”(R; R), W = {f € C”(R; 


11. V = F(R: R),W = {f € F(R; 


Ex. 2.29 Diga, em cada um dos itens abaixo, se a afirmação é verdadeira ou 
falsa, justificando sua resposta. isto é, provando se for verdadeira ou dando um 
contra-exemplo se for falsa. 


1. Se Wi e W> são susbespaços de um espaço vetorial V então Wı U Wa é 
subespaço de V. 


2. Sejam Wı e W2 subespaços de um espaço vetorial V. Então W1 U Wa é 
subespaço de V se, e somente se, W, C Wa ou Wa C W;. (Sugestão: 
mostre que se W é subespaço de V e Zo, Yo € V são tais que xy € W e 
Yo Z W então zo + yo É W e use-o.) 


Ex. 2.30 Em cada item abaixo encontrar os subespaços U + W e U NW, sendo 
U,W subespaços do espaço vetorial V indicado. 


1. U = {(x,y) €E R°% y =0}, W = {(z,y) € R? £ = 2y}, 
V =R. 
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a 0 Cc 
au [(2 0); aserdir=[(95): acer), 


3. U = {p(t) € V; p") =0}, W = talt) € V;q (t) = 0}. 
V = PR) 


Ex. 2.31 Verifique, em cada um dos itens abaixo, se V = U ẹ W. 


VR U=l((r,y)eR?;2x+3y=0), 
W =((2,y) €R*%x-y=0). 


a b0 
AV=M U= 00 c |; abedeR»,, 
0 0d 
0 0 e 
W = f g0 |; O ER 
hi0 


3. V= 7R), U= {p(t) € F(R); p(1) = p(0) = 0}, 
W = (alt) € P(R); q (t) = 0, Yt € R}. 


Ex. 2.32 Em cada um dos itens abaixo, dado U subespaço de V, encontrar o 
subespaco suplementar de U, isto é, o subespaco W de V tal que V = U SW. 


1. V= Rê, U = (2, y, 0); x,y € R}. 


2. V = PAR), U = [p(t) € PAR); p" (t) =0,Vt € R}. 


3. V = Ms, U = {A € Mz; Æ = A}. 


A, V = Maas U = {X € Maa; AX = 0), com A = ( 9 E 


Capítulo 3 


Combinações Lineares 


3.1 Introdução e Exemplos 


N iiis no capítulo anterior que um subespaço vetorial é um subconjunto de 
um espaço vetorial que é fechado com relação à adição de vetores e também com 
relação à multiplicação por escalar. Em outras palavras, quando somamos dois 
vetores de um subespaço vetorial ou multiplicamos um vetor do subespaço por 
um escalar, o resultado é um elemento deste subespaço. Quando combinamos 
repetidas vezes estas ações temos o que chamamos de combinação linear entre 
vetores. Mais precisamente, 


Definição 3.1 Sejam u1, ..., Un elementos de um espaço vetorial V. Dizemos 
que u é combinação linear de u;,...,u, se existirem números reais 01,...,Qn 
tais que u = yum ++ Onun 


Observação 3.2 Sejam U um espaço vetorial e V C U um subespaço vetorial. 
Se ui,..., Un E V e @i,...,Qn E R então a combinação linear ayu + +- + 
AnUn pertence a V. 


Exemplo 3.3 Em 2, o polinômio p(x) = 2 + 1? é uma combinação dos poli- 
2 


nômios pi(x) = 1, polx) = x eps(x) = x*. 
Basta ver que p(x) = 2pı (£) + Op2(x) + pa(x). 
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Exemplo 3.4 Verifique que em P», o polinômio p(x) = 1 + x? é uma combina- 
ção dos polinômios (ax) = 1, qu(1) =1+xeqz(x) = 1 +x +22. 


Precisamos encontrar números reais a, 5 e y tais que p(x) = aqı (x) + PBqa[(x) + 
yqz(x). Ou seja, precisamos encontrar a, 8 e y satisfazendo 


It+e=a+8I+r+)+l+r+)=0+8+9+4(B+Nr+ ga, 


que é equivalente ao sistema 


a++7y=1 
8+7=0 <> a=1,8=-ley=1. 
y=1 


3.2 Geradores 


Definição 3.5 Sejam V um espaço vetorial e S um subconjunto não vazio de V. 
Usaremos o símbolo |S] para denotar o conjunto de todas as combinações linea- 
res dos elementos de S. Em outras palavras, u € |S] se existirem œ1,...,&n ER 
e ui, ..., Un E S tais que u = 041 +- + Anun. 


Proposição 3.6 Sejam V um espaço vetorial e S um subconjunto não vazio de 
V. Então |S] é um subespaço vetorial de V. 


Prova: 


1. Como S £ Ø existe u € S. Logo, O = Ou € [S]. 


2. Se u,v € [S] então existem a1,..., Qn, b1,---; Bm E R € u, ..., Un, 
v1,-.., Um E S tais que u = aum +-+- +QmUn ev = biv +: +BmUm- 
Assim, para todo À € R, temos 


u + AV = am + +anun + A(Byv + + BmUmn) 


= yu + + nUn + AB1U1 +-** + ABmUm E [S]. 


3.2. GERADORES 29 


Definição 3.7 Sejam Se V como acima. Diremos que |S] é o subespaço vetorial 
gerado por S. Os elementos de S são chamados de geradores de |S]. Se S = 
(uz, ...,U, } também usaremos a notação |S] = [wm,..., Un). 


Proposição 3.8 Sejam S e T' subconjuntos não-vazios de um espaço vetorial V. 
Temos 


1. Sc [S]; 


2. Se S CT então [S] c |T]; 


4. Se S é um subespaço vetorial então S = |S]; 
5. [SUT] = [S] + [T]. 
Prova: 


1. Se u € S então u = lu € [S]; 


2. Seu € [S] então existem a1,...,@n € Re u,...,Un E S tais que 
u = aum + anun. Como S C T temos u1,..., Un E T e, portanto, 
u € [T]; 


3. Pelo item 1 desta proposição, [S] c [[S]]. Seja u € [[S]]. Segue da 
definição que u é uma combinação linear de elementos de [S], mas como 
cada elemento de [S] é uma combinação linear de elementos de S resulta 
que u é uma combinação linear de elementos de S, ou seja, u € [S]; 


4. Pelo item 1, S C [S]. Seja u € [S]. Então u é uma combinação linear de 
elementos de S. Como S é um subespaço vetorial, esta combinação linear 
é um elemento de S; 
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5. Seja u € [SU T]. Por definição, existem Q1,...,An,P1,...,Bm E Re 


U1,..., Un ESC U,..., Um E T tais que 
u = 0181 + +++ + AnUn + Bv + BmUn 
= (0141 +: + anun) + (6101 +: + BmUm) € [S] + [T]. 
Reciprocamente, se u € [S] + [T] então u = v + w com v € [S] e w € 
[T]. Dessa forma, existem Q1,...,Qp,PB1,.-.,B4 E Rew,...,up ESE 
w1, ..., Wq E T tais que 
u =v +W = 0101 +: + 0Qp0p + biwi +: t bawa E LS UT]. 
E 


Definição 3.9 Dizemos que um espaço vetorial V é finitamente gerado se existir 
um subconjunto finito S C V tal que V = |S]. 


São exemplos de espaços vetoriais finitamente gerados: 


DR t]; 


2. R” é gerado por 


e = (1,0,...,0),e2 =(0,1,0,...,0),...,en = (0,...,0,1). 


3. Mmxn é gerado pelas matrizes E; = 0 k= 1,...,m,l = 1,...n, 
sendo 
¿60 — | se (i, j) = (4,1) 


e O caso contrário . 


Exemplo 3.10 Seja 2(R) o espaço vetorial formado por todos os polinômios. 
Afirmamos que P(R) não é finitamente gerado. 
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Note que 4%, (R) € P(R) para todo n € N. Se Z(R) fosse finitamente gerado 


existiriam polinômios pi(1),...,pn(x1) tais que 
P (R) = [pr(x),..., pole). 

Seja N o grau mais alto dentre os polinômios p,(x),...,pn(x). É evidente que 
a«N+1 não pode ser escrito como combinação linear de p;(x),...,pn(X) e, assim, 
aN+l d [py (x),...,pníx)] = Z(R). Uma contradição. 

Note que [1, x, £?,...] =.2(R). 
Exemplo 3.11 Seja V um espaço vetorial gerado por u, ... un. Mostre que se, 
por exemplo, u, é uma combinação linear de uz,...,u, então V é gerado por 
U,..., Un. 


Devemos mostrar que qualquer u € V se escreve como uma combinação linear 
de u2,...,Un. Sabemos que existem Q1,...,An E R tais que u = aqu +++: + 
QnUn e existem também 6B;,..., Bn—1 satisfazendo uy = Bjus + --- + Bn—1Un. 
Combinando estas informações, obtemos 


u = a (biu +--+ Bp-1Un) + agua + + QgUn 


= (0181 + 09)ua +---+(018Bn-1 + Qn)Un E luz, .. , Un]. 


Exemplo 3.12 Sejam U = [(2,y,2,t) € Réix=y+t+z2z =0)e V = 
[(x2,y,2,t) E€ Rt; x +y — t+ z = 0). Encontre um conjunto finito de geradores 
para os seguintes subespaços vetoriais: U, V,U QV e U +V. 


1. Se (x,y, z,t) € U então y = z + z + t e, portanto, 
(x,y,z, t) =(2,12+2+t,2,t) = x(1,1,0,0)+2(0,1,1,0) +t(0,1,0,1), 
isto é, 
U = (1, 1,0, 0), (0, 1,1, 0), (0, 1,0, 1]. 
2. Se (1,y,2,t) € V então t = x + y + z e, portanto, 
(x,y,z, t) = (x,y,z,2x+y+2) = x(1,0,0,1)+y(0,1,0,1)+2(0,0,1,1), 
isto é, 
V= (1, 0,0, 1), (0, 1,0, 1), (0, 0,1, 1)]. 
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3. Se (1,y,z,t) € UN V então 


a y+t4az=0 
xr+y—t+2z=0, 


que implica em xz = —z e y =t. 
Deste modo, (x,y, z, t) = (x,y, —x,y) = x(1,0,—1,0) + y(0,1,0,1) e, 
portanto, 


U NV = [(1,0,-1,0),(0,1,0,1)]. 
4. Como U + V = [U] + [V] = [U U V], temos que 
U +V = [(1, 1,0,0), (0,1, 1, 0), (0, 1, 0, 1)]U 


U[(1;, 0,0, 1), (0,1,0,1), (0,0,1, 1)]] 
= [(1,1,0,0), (0, 1,1,0), (0,1,0, 1), (1,0,0,1), (0,0,1, 1)]. 


Observe que 
(1,1,0,0) = (1,0,0,1) + (0,1,1,0) — (0,0,1,1) 
e, portanto, 
U +V =|(0,1,1,0), (0,1,0,1), (1,0,0,1), (0, 0, 1, 1)]. 


Veremos mais adiante que este é o número mínimo de geradores para o 
subespaco U + V. 


3.3 Exercícios 


Ex. 3.13 Para cada um dos subconjuntos S C V, em que V é o espaço vetorial 
indicado, encontrar o subespaço gerado por S, isto é, |S]. 


1. S= {(1,0), (2, —1)}, V = R. 


2. {(1,1,1), (2,2,0)}, V = Rê, 
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3. S= {1,t, t, 1+ VR. 


AN 


Ex. 3.14 Em cada um dos itens abaixo encontrar um subconjunto S, finito, que 
gere o subespaço vetorial W do espaço vetorial V. 


1. W=((2,y,2) € V = R?; xz — 2y = 0}. 


2. W = {pE V = PR); p'(t) =0,Vt € R}. 
3. W=([AEV=M»;A!= A). 


4. W=Hf[X € V = M3x1; AX =0), com 


D 
|l 
=. N O 
Rap 
oo 


Ex. 3.15 Encontrar, em cada um dos itens abaixo, os subconjuntos S do espaço 
vetorial V que geram U, W, UNW e U +W. 


1. U=[(1,0,0), (1,1,1)], W = [(0, 1,0), (0,0,1)], V = Rê. 


2. U = {(z,y,z) € R3;z +y = 0}, W = [(1,3, 0), (0, 4,6)], V = R°. 


USEM AAWE [E 1) |V = Me 


4. U = [t +4t? —t+3, 1945245, 3%], W = [t*+4t? t-1,1]), V = LR). 


Ex. 3.16 Obtenha o subconjunto formado por vetores do espaço vetorial P3(R) 
que geram os seguintes subespaços; 


1. U = {p E€ PAR); p(1) = p(0) = 0}, 
2. W = {p € PR); p"(t) = 0,Yt € R}, 
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3. UNW. 


Ex. 3.17 Mostre que 1, cos 2x € [sen?x, cos? 1]. 


Ex. 3.18 Verifique se P (R) é gerado por 1 + x, £ + 2x? e 1—a?. 


Capítulo 4 


Dependencia Linear 


4.1 Introdução e Exemplos 


No capítulo anterior ao estudarmos os geradores de um espago vetorial pro- 
curamos encontrar um determinado conjunto de vetores de modo que qualquer 
vetor do espaço em questão pudesse ser escrito como combinação linear dos ve- 
tores deste conjunto. Por exemplo, se v e w geram um espaço V então para 
qualquer u € V é possível encontrar escalares a e 5 satisfazendo u = av + Sw, 
ou seja 
av + bw — lu = 0. 

Note que a combinação linear acima é nula, embora nem todos os escalares que 
aparecem na sua formação são nulos. 

Vejamos agora a seguinte situação: será possível encontrar escalares a, 8 e 
~y, não todos nulos, de modo que, em R? tenhamos 


0(1,0,0) + 8(0,1,0) + Y(0,0,1) = (0,0,0)? 


A resposta é, obviamente não. Isto significa que não é possível escrever nenhum 
dos vetores acima como combinação linear dos outros dois. Isto contrasta com o 
que ocorre com os vetores u, v e w do exemplo anterior. Num certo sentido, os 
vetores do primeiro exemplo guardam uma certa dependência entre um e outro 
enquanto que, no segundo, os três vetores são independentes. 
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Vejamos, com as definições e exemplos que seguem como podemos tornar 
estes conceitos mais precisos. 


Definição 4.1 Dizemos que uma sequência de vetores u;,..., un de um espaço 
vetorial V é linearmente independente (l.i., abreviadamente) se a combinação 
linear ayuy + --- + Qnun = 0 só for satisfeita quando q, = --.= a, = 0. 


Observação 4.2 Note que se ai =---=an=0entãoau+---+agun=0, 
porém, a recíproca nem sempre é válida. Basta ver que, por exemplo, em R? 
temos (0,0) =1(1,1) + 1(-1,—1). 


Observação 4.3 A noção de independência linear para a sequência u;,..., Un 
equivale a dizer que se 3; £ 0 para algum i € (1,...,n) então biui +: + 


Dita 0. 


Definição 4.4 Dizemos que uma sequência u;,...,u, de um espaço vetorial V 
é linearmente dependente (1.d., abreviadamente) se não for linearmente indepen- 
dente. 


Observação 4.5 A definição de dependência linear para a sequência uz, ..., 
um é equivalente a dizer que é possível encontrar números reais q1,...,Qn não 


todos nulos tais que aqu +`- + Anun = 0. 


Exemplo 4.6 O,u;,...,u, C V é uma sequência l.d., sendo O o elemento neu- 
tro do espaço vetorial V. 


Basta verificar que 10 + Ou, + --- + Ou, = O. 


Exemplo 4.7 Verifique se a sequência (1,1,1),(1,1,0),(1,0,0) é linearmente 
independente em Rº. 


E preciso verificar quais são as possíveis soluções de 


o(1,1,1) + £(1,1,0) + (1,0,0) = (0,0,0). 
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Isto equivale a resolver o sistema 


a+B+y= 
a+B= 
y=0, 


que possui como única solução, a = 5 = y = 0. Logo, a sequência acima é l.i.. 


Exemplo 4.8 Considere os vetores em R? dados por 


ui = (UU 21), u2 = (£2, Y2, Z2) e u3 = (£3, Y3, 23). 


Encontre uma condição necessária e suficiente para que os vetores u;, uz, Uz 
sejam linearmente independentes. 


Vejamos, os vetores acima serão 1.1. se e somente se 141 + asus + Qguzg = 0 
apresentar como única solução a, = as = a3 = 0. Isto é equivalente a que o 
sistema 


Qızı + 09% + 0313 = 0 
ayı + Q09Y2 + 03Yy3 = O 


0124 Q222 Q323 = 0 


possua solução única e, como se sabe, isto é equivalente que a matriz 


Tı Ta T3 
Yı Ya Y3 
21 22 23 


possua determinante diferente de zero. Note que as colunas desta matriz sáo for- 
madas pelos coeficientes de u1, u2 e uz. O mesmo resultado vale se colocarmos 
os coeficientes dos vetores u1, uz e ug como linhas. Por quê? 


Exercício 4.9 Enuncie e demonstre um resultado análogo ao exemplo anterior 
para uma sequência com n vetores do R". 
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Exemplo 4.10 Verifique se as matrizes 

10 1 1 0 1 

0 1/°\0 1/°\0 0 
são linearmente independentes em Ms. 


Procuremos as soluções de 
1 0 +8 1 1 A 0 1Y /00 
“o 1 nO 0) 00)" 


que equivale a 
aeb B+y\ /00 
0 a+B) NO 0)” 


que possui como solução (a, 5,7) = (a, —a, a) para qualquer œ € R. Dessa 
forma, a sequéncia de matrizes dada é linearmente dependente, bastando tomar, 
por exemplo, œ =1,8=-—1ley=1. 


Exemplo 4.11 Verifique se as funções cos e sen são l.d. em C! (R; R). 


Como cos e sen são funções definidas em R, a combinação nula 


a cos +68 sen = 0 


significa que a cos x + f sen x = 0 para todo x € R. Em particular, para x = 0 
vemos que a = 0 e para x = 7/2, vem 8 = 0. Portanto, cos e sen são li.. 


Exemplo 4.12 Verifique se as funções cos?, sen ?, 1 são linearmente dependen- 
tes em C! (R; R). 


Como 


1 — cos? xz — sentr = 0, para todo x € R, 


resulta que as funções acima são 1.d.. 


Exercício 4.13 Sejam f(x) = cos 2z, g(x) = cos? x e h(x) = sen?x, z € R. 
Mostre que f, g, h são linearmente dependentes em C+ (R; R). 
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4.2 Propriedades 


Proposição 4.14 Se u;,,...,u, são ld. em um espaço vetorial V então pelo 
menos um destes vetores se escreve como combinação linear dos outros. 


Prova: Precisamos mostrar que se u;,... , Un São linearmente dependentes então 
existem j € (1,...,n) e números reais o4,...,am-1 tais que 


Uj = QU ++ 051851 + AGU; + +++ + On Un. 
Como u;,...,u, são ld. existem números reais 5,,..., 8n não todos nulos 


tais que Bju +++ + Baum = 0. Desse modo, existe j € {1,...,n} tal que 
b; + 0 e, assim, 


E Br, Bj-1 Bi, Bn 
= a > +. 1 — a + E 
Bj Pj B; Bj 
E 
Proposição 4.15 Se u;,...,u, em V são l.d. então qualquer sequência finita 
de vetores de V que os contenha, também será l.d.. 
Prova: Vamos mostrar que se u1, ... , Un, Un+1,---, Uy E V são tais que u7,..., 
Un são l.d. então U;,..., Un, Un+1,- - - , Um também são linearmente dependentes. 
Como existem números reais 5;,,..., Bn não todos nulos tais que Giu, +--+ 
By Un = 0, podemos escrever 
piur pia BnUn | Oun+1 + *** + Oum =0 
sendo que nesta última expressáo nem todos os coeficientes sáo nulos. 
E 
Proposição 4.16 Seu;,...,u,,Un+1,-- - , Um São linearmente independentes em 


um espaço vetorial V então qualquer subsequência destes vetores também é li- 
nearmente independente. 
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Prova: Basta mostrar que se w1,..., Un, Un+1,-- -, Um SãO linearmente indepen- 
dentes então u;,..., un também são. 
Suponha que Bu, +--+ + Baum = 0. Mas como 


Piu ++ Bn Un = Bi pra Data | Ouny1 +++ F Oum =0 
e estes vetores são l.i., segue que 61 = +++ = Bn = 0. 
A 
Proposição 4.17 Se u;,...,u, são Li. em um espaço vetorial V e u;,..., Un, 
Un+1 São L.d. então u,,,1 é combinação linear de U;,...,Un. 
Prova: Existem 5;,...,/B,+1 não todos nulos tais que 
Biur ic Bata + Bn+1Un+1 =0. 
Agora, se 5n+1 = O então a expressão acima ficaria 
Bru +++ + Ban = 0 
Ora, os vetores u;¡,..., Un são li. e, assim, deveríamos ter também 5, = --- = 
Bn = 0. Uma contradição. 
| 
Proposição 4.18 Sejam u;,...,u, vetores l.i. em um espaço vetorial V. Então 
cada vetor v E [wm,..., Un] se escreve de maneira única como v = 0441 +: + 
AnUn- 
Prova: 
Basta mostrar que se 0/41 +---+anun = 6141 +- -+ Bau, então Qj = bj, 
VE nos: 
Temos 
(ai — Bim +-+ + (an — Bain =0 
e como U, ..., Un são li. então a; — j = O, isto é a; = p}, para todo j = 
1,...,n. 
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4.3 Exercícios 


Ex. 4.19 Verifique, em cada um dos itens abaixo, se o subconjunto S do espaço 
vetorial V é l.i. ou l.d. 


LS= AD (53,0), V=R” 


2. S=(14+t-1%,2+5t— 9}, V = PAR). 


es (GEMA rem 


4. 8=((1,2,2,-3),(-1,4,-20)), V =R!. 
DE ER al 05000 

5. S= 30r A NAO AS 
002 E | = pad 


6. S= {1, senzx,cosx), V = C™(R, R). 


7. S = {1, sen ?z, cos? z}, V =C*(R,R). 


8. S =en e V = CSR R): 


9. S = {xex}, V = C®”(R,R). 


Ex. 4.20 Seja S = {u,v,w} um conjunto l.i. em V. Verifique se os conjuntos 
abaixo são l.i. ou l.d.. 


1. Sı = {u,u +v, u +v +w}; 
2. S> = {u — v, v — w, w — u}; 


3. S3 = {u +v, u +v +w, w}. 


Ex. 4.21 Sejam f,g € C*((a,b);R). Mostre que se existir x € (a,b) tal que 
f(x)g'(x) 4 f'(x)g(x) então f e g são Li.. 
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Capítulo 5 


Base, Dimensão e Coordenadas 


5.1 Base 


A Noção de base de um espaço vetorial é muito simples. Ela consiste em 
escolher um conjunto de geradores que seja o menor possível, isto é, um conjunto 
que gere o espaço, mas que se deste conjunto for subtraído qualquer elemento, o 
que resta náo gera mais o espago todo. 


Vejamos a definigáo precisa de base. 


Definição 5.1 Seja V 4 {0} um espaço vetorial finitamente gerado. Uma base 
de V é uma sequéncia de vetores linearmente independentes B de V que também 
gera V. 


Exemplo 5.2 Os vetores de B = ((1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)) formam uma base 


de 


Rê. 


Vê-se facilmente que os vetores de B são l.i. e que todo (x,y,z) € 
como (x, Y, z) = a 0, 0) F y(0, 1, 0) zg z(0, 0, 1). 


Exemplo 5.3 Os vetores e1,...,en € R” dados por e = (1,0, 


(0,1,0,...,0),...,en = (0,...,0, 1) formam uma base de R”. 
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R3 se escreve 


...,0), € = 
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Ex. Resolvido 5.4 Mostre que (1,1) e (1, —1) formam uma base de R?. 


Resolução: É preciso mostrar que estes vetores são L.i. e que todo ponto de R? se 
escreve como combinação linear de (1,1) e (1, —1). No entanto, se mostrarmos 
que todo ponto de R? se escreve de maneira única como combinação linear de 
(1,1) e (1, —1) já estaremos mostrando as duas propriedades ao mesmo tempo. 
(Por quê?) 

Seja (x,y) € R?. O nosso problema se resume em mostrar que existe um 
único a € R e um único 5 € R satisfazendo (x,y) = a(1,1) + P(1,—-1) = 
(a + 5,a — 5). Esta última expressão é equivalente ao seguinte sistema linear 


a+B=zx 
a-B=y. 


Resolvendo o sistema obtemos uma única solução dada por a = (x + y)/2 e 


b = (x — y)/2. 


Exemplo 5.5 As matrizes em 


B= 1 0 0 1 0 0 0 0 
= 0 0/°\0 OA O AO 1 
formam uma base de Ms. 


Exercício 5.6 Verifique se os elementos de B = {1 +27,1- 27,1 — 2?) formam 
uma base de PR). 


Proposição 5.7 Seja [u;,...,u, ) uma base de V. Então (wu... ,Un-1| não é 
uma base de V. 

Prova: Se (w,...,un-1) fosse uma base de V então existiram q; € R, j = 
1,...,n— 1 tais que 


Un = Q1U1 ++ Om Un; 
isto é, 
Oyuy + + QOp_3Up-1 — Un = 0, 


contradizendo o fato de que u;,...,u, são linearmente independentes. 
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Teorema 5.8 Todo espaço vetorial V + 10! finitamente gerado admite uma 
base. Em outras palavras, há uma sequência de vetores Li. de V formada por 
geradores. 


Prova: Como V 4 {0} é finitamente gerado existem u1,..., Un E V tais que 
V = lu... un). Seu,...,un forem Li., então esta sequência é uma base de 
V e não há nada mais a ser provado. 

Suponhamos que u1, ..., Un sejam 1.d.. Como V 4 (0), existe j € {1,..., n} 
tal que u; 4 0. Por simplicidade, podemos supor que u, 4 0. Agora, se todo uj, 
j = 2,...,n puder se escrever como combinação linear de u, então V = fu] 
e uı é uma base de V. Caso isto não ocorra, é porque existe algum uj, com 
2 < j < n tal que wm,u; são l.i.. Por simplicidade, suponhamos que seja o uz, 
isto é, u1, us são l.i.. Bem, se todos os vetores us,..., um forem combinações 
lineares de u; e uz então V = [u1, u2] e u1, uz formam uma base de V. Pode- 
mos repetir este processo e como o número de elementos de L = [u;,...,un) 
é finito, ele finda. Desse modo, existe uma sequência de vetores l.i. dentre os 
vetores L que gera V. Esta sequência forma uma base de V. 


5.2 Dimensão 


Teorema 5.9 Em um espaço vetorial V A (0) finitamente gerado toda base 
possui o mesmo número de elementos. 


Prova: Sejam u;,...,Un € v1,..., Um bases de um espaço vetorial finitamente 
gerado V. Suponhamos que n > m e mostremos que isto implicará que u;,..., 
um São 1.d., o que contraria o fato de formarem uma base. 

Como os vetores v1, . . . , vm geram V podemos escrever para cada 1 < j < n, 


Uj = 011501 +: + AmjUm: 


Assim, a combinação linear nula z1u1 + --- + 2, Un = O é equivalente a 


m m 
Tı > Ovi | e + > Qinti | =0, 
=i =i 
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ou ainda, 
n n 

; T;01; | Vi dec + ) TjiAmj Um = 0. 

j=1 j=1 
Como v4,...,Um são l.i. então De = Q para todo 1 < i < m. Es- 
tas m equações representam um sistema linear homogêneo com n incógnitas. 
Como n > m, existe uma solução não trivial, isto é, uma solução 21,..., Ln 
em que pelo menos um x é diferente de zero. Assim, w,...,u, são 1.d., uma 
contradição. 


Definição 5.10 Seja V um espaço vetorial finitamente gerado. Se V = {0} 
definimos a dimensão de V como sendo 0. Se V 4 {0} definimos a dimensão de 
V como sendo o número de elementos de uma base qualquer de V. Usaremos o 
símbolo dim V para designar a dimensão de V. 


Definição 5.11 Se um espaço vetorial não é finitamente gerado dizemos que V 
possui dimensão infinita. 


Proposição 5.12 Todo espaço vetorial de dimensão infinita possui uma infini- 
dade de vetores linearmente independentes, ou seja, existem vetores uj, j E N, 


de modo que a sequência w1,..., Un é linearmente independente para todo n € 
N. 


Prova: Seja V um espaço vetorial de dimensão infinita. Claramente V < {0}. 
Selecione u1 € V, us # 0. Como V não é finitamente gerado, V £ [u1]. Assim, 
podemos tomar uz € V tal que uz £ [u1]. Desta forma, os vetores wu e uz são 
linearmente independentes. 


Suponha que tenhamos encontrado vetores u;,...,u, € V linearmente in- 
dependentes. Como V não é finitamente gerado, V £ [w,..., Un] e, assim, 
é possível escolher u,y1 € V tal que un, É [ur,..., Un], isto é, os vetores 
u1,..., Un, Un41 E V são linearmente independentes. 


Em resumo, existe em V uma sequência infinita de vetores linearmente inde- 
pendentes. 


A seguinte proposição é um resultado da prova do teorema[5.9] 
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Proposição 5.13 Em um espaço vetorial de dimensão m qualquer sequência de 
vetores com mais de m elementos é linearmente dependente. 


Corolário 5.14 Todo subespaço vetorial de um espaço vetorial de dimensão fi- 
nita também tem dimensão finita. 


Prova: Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita e W um subespaço veto- 
rial de V. Se W tivesse dimensão infinita, pela proposição[5.12] existiria uma infi- 
nidade de vetores linearmente independentes em W. Como estes vetores também 
são linearmente independentes em V, o número deles deveria ser menor do que 
a dimensão de V (pela proposição[5.13). Uma contradição. 

A 


Corolário 5.15 Se V é um espaço vetorial n-dimensional e w,,..., un são ve- 
tores de V linearmente independentes então estes vetores formam uma base de 


V. 


Exemplo 5.16 dim R” =n. 


Exemplo 5.17 A dimensão de P (R) é infinita. Veja o exemplo[3.10| 


Exemplo 5.18 dim 4%, (R) =n + 1. 


Basta notar que os polinômios 1, x,..., z” formam uma base de 2, (R). 


Exemplo 5.19 dim Mmxn = Mn. 


Note que as matrizes 


formam uma base de Mmxn- 
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Exercício 5.20 A dimensáo do espaco das matrizes quadradas e simétricas de 
ordem n é n(n + 1)/2. 


Teorema 5.21 (Completamento) Seja V um espaço vetorial de dimensão n. Se 


os vetores u1,..., uy são Li. em V comr < n então existem Uy +1,... , Un tais 
que Uz,..., Ur, Ur+1, - - Um formam uma base de V. 

Prova: Como r < n existe u, +1 € V tal que u;,..., Uy, Uy +1 São l.i., pois caso 
contrário os vetores uj,...,u, formariam uma base de V, o que é impossível 
pois dim V =n >r. 

Ser +1 = n então u1, ..., Ur, Ur+1 formam uma base de V. 

Ser +1 < n então é possível encontrar u, +9 € V tal que u1, ..., Uy, Ur+1, 
Ur+2 São l.i., pois caso contrário a sequência u1, ..., Ur, U,,1 Seria uma base de 
V, o que é impossível pois dim V =n >r +1. 

Repetindo os argumentos acima, encontramos Vetores Uy +1, Ur+2, +++, Ur+k, 


com r + k = n, de forma que 


UL) +++, Ur, Ur+1,;-- -, Urtk 


são l.i. e, como dim V = n = r + k, segue que esta sequência de vetores é uma 
base de V que contém os vetores u1, ..., Ur. 


Exemplo 5.22 Encontre uma base do R? contendo o vetor (1, 1, —1). 


Como a dimensão de R? é três, precisamos encontrar dois vetores, (a,b,c), 
(x,y,z), que juntamente com (1,1, —1) sejam l.i.. Porém, pelo exemplo 
sabemos que isto é equivalente ao determinante de 


que é dado por x(b + c) — y(a + c) + z(b — a) seja diferente de zero. Há 
uma infinidade de possibilidades para que isto aconteça. Por exemplo, tomando 
(a,b,c) = (0,1,1) e (x,.9,2)= (0, 0,1). 
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5.3 Dimensão de Soma de Subespaços Vetoriais 


Proposição 5.23 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Se U e W são 
subespaços vetoriais de V então 


dim U NW + dim (U + W) = dimU + dim W (5.24) 


Prova: Lembre que todo subespaço de um espaço vetorial de dimensão finita 
tem também dimensão finita. 

Sejam v4, ...,Um elementos de uma base de U N W. Como estes vetores 
são li. e pertencem a U, pelo teorema [5.21] existem u1,..., up E U tais que 
UM, +++ Up, UL, - - - , Um formam uma base de U. Por outro lado, os vetores v1, ..., 
Um também pertencem a W e pelo mesmo teorema é possível encontrar w,,..., 
wg € W de modo que w1, . . . , Wq, V1, - - - , Um formem uma base de W. 

Com a notação usada, temos dim U AW = m, dim U = m + pe dim W = 
m + q. Sendo assim, a fim de mostrarmos que [5.24]é válida, é necessário e, na 
verdade, suficiente mostrar que dim (U + W) = m + p + q. Para tanto, basta 
mostrarmos que os vetores 


pres Ups Wires Wg Vipis; Um (5.25) 


formam uma base de U + W. 
Mostremos primeiramente que eles geram U + W : dado v € U + W exis- 
tem u € U ew € W tais que v = u + w. Como u é uma combinação linear 


de u1, ... , Up, U1,--- Um € W é uma combinação linear de w1, .. . , Wg, V1, - - -, Um 
segue que v = u+w é uma combinação linear de u1, . . . , Up, V1, -< +, Um 3+- -3 Wq 
Portanto, 

U +W = [ms Up, U1,--- y Um1 3-3 Wq]: 


Verifiquemos que os vetores em são 1.1.. Suponha que 


Qiu te ApUp f Piw pariq Ata 9141 pata ÔmUm = 0, (5.26) 


ou seja 


U Senta ++ + QpUp + ÒV += H Omm = Pp = = Bj E W. 
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Logo, 
—P1w1 — + — PgWg eunw = Wire; Um]: 
Consequentemente, existem y;,... , Ym tais que 
Bits — = = V11 dE Tala 
ou seja, 
Brun an: Bla | 9Y41vV1 persa des) YmUm = 0. 
Como w1, ... , Wg, U1, » - - , Um São l.i., pois formam uma base de W, segue-se que 
YN =+ = Ym = B1 =: = pa = 0. Assim, a equação|5.26]se reduz a 
qu ++ ** + Apup + 0101 +: ÓmUm =0 
e COMO U1,... , Up, UL, » - - , Um SãO l.i., pois formam uma base de U, segue-se que 


01 =- = Qp = Ôi = -++ = Ôm = 0, 


ou seja, os vetores de são linearmente independentes. 


Corolário 5.27 Seja U um subespaço vetorial de um espaço vetorial de di- 
mensão finita V. Se dim U = dim V então U = V. 


Prova: Suponha que exista u, € V com u; ¢ U. Coloque W = [ww]. Como 
U NW = {0} e dim W = 1, segue da proposição|5.23|que 


dim (U + W) = dim U +1 = dim V +1 > dim V. 


Um absurdo pois dim (U + W) < dim V. 
E 


Observação 5.28 Note que se V, U e W são como na proposição e se além 
do mais tivermos V = U +W e dm U + dim W > dim V então UNW z {0}, 
isto é, asoma U + W náo é direta. 


5.3. 
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Bem, se fosse U N W = {0} então pela proposição teríamos 


0 = dimU NW =dimU + dim W — dim (U + W) 


= dim U + dim W — dim V > 0, 


um absurdo. 


Exemplo 5.29 Sejam U = {p(x) € P3(R);p(0) = p(1) = 0) e V = {p(x) € 


Ps 


U 


R);p(—1) = 0). Encontre uma base de U, V,U QV e U + V. 


: Temos 


p(z) = ag + ax y at" + az EU < > p(0) = p(1) = 0 


ao = 0 
=> 
ao + a1 + a2 + a3 = 0 


3 3 


<> p(x) = — (az + a3)£ + aga? + aga? = aslr? — x) + as(xº — x). 


Desse modo, U = [x2 — x, x? — x] e estes polinômios são Li. pois como 
cada um tem um grau distinto do outro, nenhum pode ser múltiplo do 
outro. Assim, 1? — x e x? — x formam uma base de U. 


p(x) = ay + ajz + aoz? + aga? € V 


<= p(-1) = 0 = ao — a1 + a — az = 0 
<= p(x) = ao + (ao + as — az)z + agr? + azr? 
= ao(1 + £) + ar(2* + x£) + as(a? — x). 


Desse modo, V = [1 + 1,1% + x, x? — x] e estes polinômios são 1.i. 
pois como cada um tem um grau distinto do outro, nenhum pode ser uma 
combinação linear dos outros dois. Portanto, 1 +x, q + z ex’ — r formam 
uma base de V. 
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UNV: 


U+V: 
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ao = O 
p(z) = ao +a1£ +a2£?° +azx” E UNV 4 4 ao +a +a + az = 0 


ao — a1 + a2 — a3 = 0 


HA ==> 0 
<> fo o <= p(x) = —a(xº — 2). 
041 = — 43 


Logo, 1? — x é uma base de U NV. 


Temos dim (U +V) = 2+3-—1 = 4 = dim 2(R). Pela proposigáo|5.27| 
temos que U + V = s(R) e podemos tomar como base os polinômios 
1, £, x? e x’. 


Exemplo 5.30 Voltemos ao exemplo Sabemos que 


U = (LADO, (0,1,1,0), (0,101) 
V = [(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)] 
UNV = [(1,0,—1,0),(0,1,0,1)] 
U+WV = [(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)] 


Verifiquemos que os geradores acima são na verdade bases para os respectivos 
subespaços vetoriais. Para tanto basta verificar que cada sequência de vetores 
acima é l.i.. 


então 


Analisemos primeiramente para U: se 


a(1,1,0,0) + 8(0,1,1,0) + y(0, 1,0, 1) = (0,0, 0, 0) 


(aa +8 +y, 8,7) = (0,0,0,0) 


que implica em a =P = y = 0. 


Vejamos agora o caso do subespaço V: se 


a(1,0,0,1) + (0,1,0,1) + ~(0,0,1,1) = (0,0,0,0) 
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então 
(a,B,y,a+ B+») = (0,0,0,0) 


que implica em a =P = y = 0. 
Passemos agora a U N V : se 


a(1,0, —1,0) + 6(0,1,0, 1) = (a, b, —a, b) = (0,0,0,0) 


que implica em a = 5 = 0. 

Pela proposigáo[5.23|temos dim (U +V) =3+3—2 = 4. Como (0, 1, 1,0), 
(0,1,0,1), (1,0,0,1), (0,0,1,1) geram U + V segue-se do fato da dimensão 
deste subespaço ser quatro que formam uma base de U + V. Como a dimensão 
de Rf também e U + V CR, temos pela proposição [5.27]que U + V = Rê. 
Note que esta soma não é direta. 


5.4 Coordenadas 


Sejam V um espaço vetorial finitamente gerado e B uma base de V formada 
pelos vetores u1,..., un. Como B é uma base de V, todo elemento de u € V 
se escreve como aqu, + --- + anun, com os coeficientes &1,...,@n E R. Pela 
proposição os coeficientes &1,..., Qn são unicamente determinados pelo 
vetor u. Estes coeficientes são denominados coordenas de u com relação à base 
B. Representaremos as coordenadas de u com relação à base como 


Qı 


Exemplo 5.31 Mostre que os vetores (1,1,1), ( 
base de R$. Encontre as coordenadas de (1,2,0 
formada pelos vetores acima. 


0,1,1) e (0,0, 1) formam uma 
) € R? com relação à base B 


Já sabemos que dim R? = 3. Para verificar se os vetores acima formam uma 
base de V, basta verificar se eles são 1.i.. Utilizando o exemplo [4.8] vemos que 
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estes vetores são de fato 1.1. pois a matriz 


1 0 
1 1 
1 1 


oo 


possui determinante iguala 1 4 0. 
Agora, 


(1,2,0) = a(1,1,1) + 8(0,1,1) + 1(0,0,1) = (0,a + 8,0 + 8 +) 


que é equivalente ao sistema 


a=1 
a+B=2 
a+B+y=0 
cuja (única) solução é a = 1,5 = 1 e y = —2. Desse modo, as coordenadas de 


(1,2,0) com relação à base B são dadas por 


1 
1 
so 


Exemplo 5.32 Mostre que os polinômios 1, x, x? — x formam uma base, B, de 
PR). Encontre as coordenadas de 1+ x + x? com relação à base B. Encontre 
também as coordenadas deste mesmo polinômio com relação à base C formada 
pelos polinômios 1, x e xº. 


Para verificar que 1, 1,1? — x formam uma base de 25(R) basta mostrar 
cada p(x) = ay + aix + agx? € Po(R) se escreve de maneira única como 
combinação linear de 1, x e xz? — x. Isto é equivalente a mostrar que a equação 
p(x) = al4+8x-+y(x2 —x) possui uma única solução (a, 3,7) € R$. A equação 
acima se escreve como 


ao + aix + aoz’ =a+(B- ya + ye?, 
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que é equivalente ao sistema 


Q = 00 
P=y=Aa1 
Y= 02, 


que possui uma única solução dada por a = ao, Ê = a] + a2, € y = as. 
Com isso em mãos, vemos que as coordenadas de 1 + x + x? com relação à 
base B sáo dadas por 
1 
2 
1 


Note que com relação à base C formada por 1, x e x? as coordenadas de 14+1+2? 
sáo dadas por 

1 

1 

1 


5.5 Exercícios 


Ex. 5.33 Verificar em cada um dos casos se o subconjunto B do espaço vetorial 
V é uma base de V. 


1. B=(1,14+t,1-t%,1-t-t-1t%), V = PR). 


reela loo) a lo a p 


3. B= {(1,1,1,1), (1,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,0,0)}, V = R£. 


Ex. 5.34 Encontrar em cada um dos itens abaixo uma base e a dimensão do 
subespaço W do espaço vetorial V. 


1. W = {(x,y,z,t) E€ Rf;£ — y = 0e x + 2y +t = 0}, V = R4. 
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2. W ={X € M; AX =X}, emque A= ( 1) v= 


3. W = {p € PR); p" (t) =0,Vt € R}, V = PR). 


1 1 


4. W = {X € M; AX = XA}, emque A= ( | Y= 


Ex. 5.35 Dados U, W subespaços do espaço vetorial V determinar; 


i) uma base e a dimensão de U. 


ii) uma base e a dimensão de W. 


iii) uma base e a dimensão de U + W. 


iv) uma base e a dimensão de U N W. nos seguintes casos; 


1. U = {(z,y,z) ER z +y +z =0}, W = ((2,y,0);1,y E R}, V = 


R3. 


2 {A € Mn; tr (A) = 0}, W = {A E€ Mə; At = —A}, V= Ma, em 
que tr (A) é a soma dos elementos da diagonal principal de A, chamado 


de traco de A 


3. U = {p(t) € V; p'(t) = 03, W = {p(t) € V; p(0) = p(1)} , V = PR). 


Ex. 5.36 Determinar as coordenadas do vetor u = (—1,8,5) € 


a cada uma das bases de 


1. base canônica 


R? abaixo; 


E EE (0,1, (1,1,1)) 


3. 4(1,2,1),(0,3,2), (1,1,4)) 


Ex. 5.37 Determinar as coordenadas do polinômio p(t) € Ps( 


p(t) =10+t +28, te 


R3 em relação 


R em relação as seguintes bases de P3( 


R), dado por 


R); 
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1. base canónica 


2. (1,14+t,1+t+14+t+8+é) 
3. [4+t,2,2- tt + tê) 


5 


Ex. 5.38 Determinar as coordenadas do vetor ( E 7 ) € Mh em relação as 


seguintes bases de Ms; 
1. base canônica 
> 10 1 1 1 1 1 1 
` DD AO AA, OLA 
Ex. 5.39 Encontre uma base de Ms que contenha 
10 1 1 
107/’\00 


Ex. 5.40 Verifique que as coordenadas de p(x) € P„(R) com relação à base 
B = {1,x,...,£"} é 


em que p™ (0) representa a k-ésima derivada de p em x = 0. 
Ex. 5.41 Se [u¡,...,u, ) é uma base de V mostre que 
1. Lu, u1 + U2, U1 + U2 + U3, ..., U1 + , Un} é um base de V; 


2. se aj #0, j = 1,...,n então [01u1,..., Qu, ) é uma base de V. 
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Capítulo 6 


Mudanca de Base 


6.1 Introdução, Exemplos e Propriedades 


em vimos no exemplo[5.32]as coordenadas de um elemento de um espaço 
vetorial podem variar quando se consideram bases distintas. O que passaremos a 
estudar agora é como esta mudança ocorre, ou seja, como é possível encontrar as 
coordenadas de um vetor com relação a uma base sabendo-se suas coordenadas 
com relação a uma outra. 

Seja V um espaço vetorial finitamente gerado. Sejam B e C bases de V 
formadas pelos vetores b,,...,b, € c1,...,Cn, respectivamente. Como B é uma 
base, existem a;; E R, 1 < 1,7 < n tais que 


ca = Qub +: tan 
Cn = Qinh1 e ea nl 
Desta forma, as coordenadas de c;,...,c,, com relação à base B são, respecti- 
vamente, 
011 Qin 
Cip = ) Eng = : 
Ant Qnn 
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Reunimos estas informações sobre as coordenadas dos vetores da base C com 
relação à base B na seguinte matriz 


Q11 Qin 
Oi ; 
ME = ; 
Qni t Qnn 
cujas colunas são formadas pelas coordenas de c1, .. . , Cn com relação à base B. 


A matriz MẸ é chamada de matriz mudança de base da base B para a base C. 
Antes de mostrarmos a relação que existe entre MẸ e as coordenadas de um 

dado vetor com relação às bases B e C, vejamos como podemos encontrar a 

matriz de mudança de base em um exemplo no Rº. 


Exemplo 6.1 Considere a base B de R? formada pelos vetores (1,0,1), (1,1,1) 
e (1,1,2). Considere também a base C formada pelos vetores (1,0,0), (0, 1, 0) 
e (0,0, 1). Encontre M$. 
Precisamos resolver 
(1,0,0) = a11(1,0, 1) T &əı (1,1,1) T a31(1,1,2) 
(0,1,0) = &@ı2(1,0, 1) T &əə(1,1,1) la aga(1, 1,2) => 
(0,0,1) = &ı3(1,0, 1) ZE aw3(1, 1,1) ae &33(1,1,2) 
(am Q21 T Q31, 091 T Q31, 011 T Q21 20/31) = (1,0,0) 
(a2 Q22 T Q32, Q22 T Aga, Q12 T Q22 20/32) = (0, 1,0) 
(a13 Q23 T Q33, Q23 T Q33, 013 T Q23 20/33) = (0, 0, 1). 


Um momento de reflexão nos poupará um pouco de trabalho neste ponto. Note 
que cada linha acima representa um sistema de três equações com três incógnitas 
e que a matriz associada a cada um destes sistemas é a mesma. O que muda são 
os nomes das variáveis e o segundo membro. Utilizando como variáveis x, y e 
z, basta resolvermos o seguinte sistema 


1 1 1\ /z 
011 |ly|=[>» 
1.12) 


6.1. INTRODUÇÃO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES 61 


com a,b,c € R. O sistema acima é equivalente a 


11D f2 
o 11 lyl|=l| > 
0.0 1) lz 


Tomando (a,b,c) = (0,0,1) obtemos (13, 23, 433) = 
forma, obtemos 
1 -1 0 
MŞ=|1 É o 
-1 0 1 


Exercício 6.2 Com as notações do exemplo acima, encontre M$. 
Vejamos agora como as coordenadas de um vetor se relacionam com respeito 


a duas bases de um espaço vetorial de dimensão finita. 
Sejam B e C bases de um espaço vetorial de dimensão finita V formadas, 


respectivamente, pelos vetores b,,...,b, € c1,...,Cn. Dado um vetor v em V 
sejam 
Tı yı 
UB = : e VC = 
Tn Yn 


as suas coordenadas com relação às bases B e C, respectivamente. Se MẸ 
(aij) representa a matriz de mudança da base B para base C, então como c; = 
Do Qijbi j = 1,...,n, obtemos 


E é ash) y [> 00) r 
4=1 j=1 j=1 i=l i=1 j=1 


sendo que na última igualdade invertemos a ordem da soma. Como os vetores 
bi,..., bn são li., segue-se que x; = a QijYj, t = 1,...,n. Porém, estas 
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últimas n equações podem ser escritas na seguinte fórmula matricial 


011 Q12 cer Qin Yi Tı 


Ani An2 et Anm Yn Tn 


ou mais simplesmente, 
vg = Mgve. 


Resumiremos este resultado na seguinte 


Proposição 6.3 Sejam B e C bases de um espaço vetorial de dimensão finita V. 
Se vp € vc representam as coordenadas de um dado vetor v € V com relação às 
bases B e C, respectivamente e se MẸ é a matriz de mudança de base da base 
B para a base C então 

UB = M Svo. 


Exemplo 6.4 Fixado 0 € R, considere os vetores 


u = (cos 0, sen 0) e uz = (— sen 0, cos 0) 


em R?. Mostre que estes vetores formam uma base, B, de R? e encontre a matriz 
de mudança desta base para a base C formada pelos vetores ey = (1,0) e 
ez = (0,1). Encontre as coordenadas do vetor u = ae, + bez com relação à 
base B. 


Como a dimensão de R? é dois basta mostrar que u; e us são L.i.. Se 


a(cos 8, sen 0) + B(— sen 0, cos 0) = (0, 0) 


então 
E — Bsen6 = 0 


asen + 8 cos = 0 
pois 


dei e E ie 


senf cos 
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A matriz M$ será dada por (a;;), em que 


(1, 


1 an(cos 0, sen 0) + 01 (— sen 0, cos 0) 
(0 


0) 
1 ara (cos 0, sen 0) + ava(— sen 0, cos 0), 


,1) 


que é equivalente a 


(1, 
(0 


(011 cos 0 — as, sen 0, ay sen 0 + a cos 0) 


0) 
1 (012 cos — avo sen 0, ana sen Y + ava cos 0), 


2 ) 


e como já visto antes, basta resolver o sistema 


cosg —sen0) /x) [a 
senó cos y) AB 


cuja solução é dada por 


q) [ cos send) [aY (acoso + Bsend 
y) \—senf cos) ÀB)  \Bcos8-— asen)’ 
Fazendo (a, 5) = (1,0) obtemos (011, 021) = (cos 0, — sen 0). 
Colocando (a, 8) = (0,1), temos (a15,095) = (sen 0, cos 0). Assim, 


co [f cos0 send 
Mg a e ad 


Agora, se up representa as coordenadas de u = ae; + bes com relação à base B 
e uc as coordenadas do mesmo vetor com relação à base C, pela proposição 


temos 
TE Es cos0  sen9Y /a) _ facos0+bsend 
ARO — sen6 cos b)  XAbcos0—asen0)' 


Proposição 6.5 Sejam B, Ce D bases de um espaço vetorial n dimensional. 
Temos 
MB = ME MB. 
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Prova: Sejam b;,...,b, os vetores de B, c,...,cn os vetores de C e dy,..., 


dn Os vetores de D. Usando a notação MẸ = (a;;), M8 = (Biz) e MB = (Yi) 
vemos que 


=D ob =D Bic da =D Yibi. (6.6) 
i=1 j=1 ¿=1 


Assim, 
n n n n n 
dk = > BC; = > Bjk ) Qijbi | = X > Qijljk | bi, 
j=1 j=1 i=l i=1 j=1 
como bı, . . . , bn são L.i., comparando com a última expressão de [6.6] obtemos 


n 
Vik = y Qij bjk» 1IS kn. 
jal 


Resta apenas lembrar que o lado direito da expressão acima representa o ele- 

mento da i-ésima linha e da k-ésima coluna da matriz ME M$. Portanto, MẸ = 
C yD 

ME MG. 


Proposição 6.7 Sejam B e C bases em um espaço vetorial de n dimensional V. 
Então a matriz M$ possui inversa e esta inversa é dada por ME, a matriz de 
mudança da base C para a base B. 


Prova: Pela proposição anterior temos MẸ MË = MB e MEME = M$. Resta 
mostrar que MB = ME = I = (0;;), em que 
1 ser= 3 
dij = T 
0 caso contrário, 


é a matriz identidade de ordem n. É claro que basta mostrar que MB = T e isto 
é bem simples, pois se w1,..., un São os vetores da base B então ME = (aij) 


6.2. EXERCÍCIOS 65 


satisfaz u; = > ;_, Qijui, j = 1,...,n. Ora, como uy,... , Un são Li., para cada 
j= 1,...,n, a única solução de cada uma destas equações é dada por 
1 set = j 
Qij = PE 
0 caso contrário, 


ou seja, Qij = Oij. 


Exercício 6.8 Utilize a proposição acima para refazer o exercício 


6.2 Exercícios 


Ex. 6.9 Considere as bases B = [e1,€e2,e3) e C = {91, 92, 93) de um espaço 
vetorial V relacionadas da seguinte forma 


91 = €1 + €2 — €3 
g2 = 2e2 + 363 
93 = 3e1 + es 


1. Determine as matrizes mudança da base B para a base C, isto é, M$, e 
da base C para a base B, isto é, ME. 


2. Se a matriz das coordenadas do vetor v em relação a base B, isto é, vp, 
1 
é dada por | 3 | encontre a matriz das coordenadas de v em relação a 
2 
base C, isto é, vo. 


3. Se a matriz das coordenadas do vetor v em relação a base C, isto é, vc, é 
2 
dada por 3 encontre a matriz das coordenadas de v em relação a 
—1 
base B, isto é, vp. 
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Ex. 6.10 Considere as bases ordenadas B = {1,1 +t,1 +t} e C =41,t,t?) 
de PR). 


1. Encontre as matrizes de mudança da base B para a base C, isto é MS, e 
da base C para a base B, isto é ME. 


1 

2. Se vg = —4 | encontre vc. 
6 
8 

3. Sevc= | —1 | encontre vp. 
3 


4. Se D = ([1,t,t?) é a base canônica de ?5(R), encontre as matrizes de 
mudança da base B para a base D e da base D para a base C, isto é, MB 
e MS, respectivamente. 


Ex. 6.11 Considere o seguinte subespaço de Mo; 


— Ty nao ch RR 
w=((: 1) € Maa y=z2z o}. 


1. Mostre que 


são bases de W. 


2. Encontre as matrizes de mudança da base B para a base C e da base C 
para a base B, isto é, ME e ME, respectivamente. 
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3. Encontre uma base D de W, tal que a matriz 
1 1 0 
P= [A du 
03 1 


seja a matriz de mudança da base D para a base B, isto é, P = MB. 
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Capítulo 7 


Exercícios Resolvidos — Uma 


Revisão 


Na capítulo apresentamos uma série de exercícios resolvidos buscando fa- 
zer um resumo do que vimos até agora. 


Ex. Resolvido 7.1 Verifique se V = ((x,y,2z,wW) € 


operações usuais de 


Rt é um espaço vetorial. 


Rt; y = z, z = w°} com as 


Resolução: Note que (0,0,1,1) € V mas —1(0,0,1,1) = (0,0,—1,-1) ¢ V. 
Assim, V não é um espaço vetorial. 


Ex. Resolvido 7.2 Seja A € M, uma matriz quadrada de ordem n. Verifique 
se W = {X € Mnxı; AX = 0} é um subespaço vetorial de M,x1, com as 


operações usuais. 


Resolução: 


1. Seja O = (0) a matriz n x 1 nula. Como AO = O, temos que O € W. 
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2. Se X,Y € W eà € R, então, pelas propriedades da soma e da multiplica- 
cáo por escalar usuais entre as matrizes e, também, pelas propriedades do 
produto entre matrizes, temos 


A(X + AY) = AX + AMY) = AX +AAY =0 +10 =0. 
Portanto X + AY € W. 


Concluímos que W é um subespaco vetorial de M,,x 1. 


Ex. Resolvido 7.3 Encontre o subespaço vetorial de P3(R) gerado por S = 
(Lt, £, 1 + th. 


Resolução: Note que tê = (1%+1)—1. Assim, dado p(t) = ao+ast+ast?+ast? € 
P (R) podemos escrever p(t) = (ao — as) +at+ast?+as(tê+1) € [S]. Logo, 
PAR) = [S]. 


Ex. Resolvido 7.4 Encontre o subespaço vetorial de Mə gerado por 
0 1 0 0 
(00) (4 0) 
Resolução: Temos que A € [S] se e somente se existem a, 6 € R tais que 
01 0 0 0 a 
aa a ed 


ou seja, A € [S] se e somente se os elementos da diagonal principal de A são 
nulos. 


Ex. Resolvido 7.5 Encontre um conjunto finito de geradores para 
W = {X € Mzxı : AX = 0}, 


em que 
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Resolucáo: 


0, 


portanto, 


Ex. Resolvido 7.6 Encontre um conjunto finito de geradores para 


{X € Maa : AX = 0}, 


W = 


em que 


Resolução: 
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E do epa YE 0 
a |0 -2 3 1][f8|_]fo 
Ee EE: 
De =D 30 up) AS 0 
DMA ÓN Ya 0 
a A Y E 
A O ESA Dl 
Os O Oh Vô 0 
fts O a 0 
o 1 -3/2 -1/2| elfo 
m 0 0 y| o 
00 0 0 õ 0 
1 0 1/2 1/2 [a 0 
e EE A E R, 
e o O 0 y| [o 
00 0 0 $ 0 


? 


Jay E = —y/2 — 6/2 


B = 37/2 + 8/2 
isto é, 
—y/2 — 6/2 —1/2 —1/2 
_|3y/2+6/2| _ 3/2 1/2 
X= y =A WA aa o E 
ò 0 1 
portanto, 
—1/2 —1/2 
= 3/2 1/2 
Wa 1 i 0 


0 1 
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Ex. Resolvido 7.7 Encontre uma base do subespaço vetorial de R? dado por 
U = |(1,0, 1), (1,2, 0), (0, 2, —1)]. 


Resolução: Primeiro Modo: (x,y,z) € U se e somente se existem o, 8, y € R 
tais que 


a(1,0,1) + 8(1,2,0) + y(0,2, —1) = (2, y, z), 


ou seja, (x,y,z) € U se e somente se o sistema abaixo admite solução 


11 0 a z 1 1 0 q z 
02 2 BIS y ES To 2 2 Bl= Y 
1 0 = y A 0 —1 -1 Y 2= 
1 1 0 q 4 
<> |0 1 1 B| = | y2 
0 —1 -1 y RED 
1 1 0 Q £ 
<> |0 1 1 p| = y/2 
000 y z— z +y/2 
1 0 —1 a x—y/2 
<> |0 1 1 p| a y/2 
00 0 y 2=x+y/2 
que possui solução, e esta é dada por a = y + z — y/2, PB = —y + y/2, y E R, 
se e somente se z = x — y/2. Dessa forma, 
(mal = TRE g E (+7 + y/2)(1, 2,0) + y(0, 2, —1) = 
= (1,y, 1 — y/2) = x(1,0,1) + y(0, 1, -1/2) 
e como 
(150,1), (0,1,=1/2) (7.8) 


são 1.1., segue-se que formam uma base de U. 
Segundo Modo: Note que os vetores (1,0,1) e (1,2,0) são Li. e pertencem a U. 
Vejamos se estes vetores juntamente com (0,2, —1) são 1.d. ou l.i.: 


a(1,0, 1) + 8(1,2,0) + y(0, 2, —1) = (0, 0, 0) 
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+ (a + 8,28 + 27,a — 7) = (0,0,0) 


<> 48+7=0 =>a=-P=1, 


ou seja, os vetores 
(1, 0, 1), (1, 2, 0), (0, 2, —1) 


são 1.d.. Portanto, 
(1,0,1), (1,2,0) (7.9) 


formam uma base de U. 
Embora as bases [7.8]e[7.9]não coincidam, ambas estão corretas. Basta obser- 
var que 
(1,2,0) = (1,0,1) + 2(0, 1, -1/2). 


Ex. Resolvido 7.10 Dados os subespacos 


U=[AEM,: A =A) e w= 1) 


em Ms, encontre uma base de U, W, U N W e U + W, no caso em que não se 
reduzam a {0}. 


Resolucáo: 


A= (e y as 
é d 


portanto, 4 € U se e somente se existirem a, 8,y € R tais que 


10 01 00 
ea o) te a)tilo 1) 
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A mesma equagáo acima tomada com A = 0, mostra que as matrizes 


(60) olo 1) 


são li. e, portanto, como geram U, formam uma base de U. Note que 


dimU = 3. 
1 1 
0 1 


gera W e é não nula, ela serve como base de W. Note que dim W = 1. 


W : Como a matriz 


unW: 


AECEUNW <= A= A e existe A € R tal que A = É a 


isto é, se e somente se existir A € R tal que 


AA A0 

0 AJ Ma’ 
que é satisfeita se e somente se A = 0, ou seja, A = O. Desse modo, 
UNW = {0}e dim UAW =0. 


U +W : Temos 
dim (U + W) = dim U + dim W — dim U N W = 4 = dim Ma; 


portanto, U + W = Mə e uma base pode ser dada por 
1 0 0 1 0 0 0 0 
O 0/40 0/11 0/40 1) 


Ex. Resolvido 7.11 Sejam U = (pe PAR):p(t)=0,VtERG,W = {p € 
PAR) : p(0) = p(1) = 0} subespaços vetoriais de V = P(R). Encontre uma 
base de U, W, UN W e U + W, no caso em que não se reduzam a (0). 


Zo 
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U: 
p(t) = ao + art + azt? € U <= p'(t) = ai + 2a9t = 0 
<= a = @ = 0 <= p(t) = ao <> p(t) e [1]. 
Logo, 1 é uma base de U e dimU = 1. 
W: 


0 = = 
p(t) = ao + azt + agt? c U < E ) = ao 


<= p(t) = at — at? = aj (t — t), 


isto é, p(t) € [t — t2]. Assim t — t? é uma base de W e dim W = 1. 


UNW : pt) € UNW = [1] n ft — t”] se e somente se existem A, u € R tais que 
p(t) = A = u(t — t2). Claramente, isto só é possível quando A = u = 0, 
ou seja, quando p(t) = 0. Assim, UN W = {0} e dim U A W =0. 

U +W : Temos 

dim (U + W) = dimU + dim W — dmUNnW=1+1-0=2 


e como a soma é direta podemos tomar 1, t — t? como base de U N W. 


Ex. Resolvido 7.12 Seja V um espaço vetorial. Sejam B e C bases de V forma- 
das pelos vetores e;, €2, €3 e 91, 92, 93, respectivamente, relacionados da seguinte 
forma: 

gı = €1 + €2 — €3 

g2 = 2e2 + 363 

93 = 3e1 +€3 


1. Determine as matrizes de mudança da base B para a base C, isto é, MS, 
e da base C para a base B, isto é, ME. 


11 


2. Se as coordenadas do vetor v em relação a base B, isto é, vp, são dadas 


1 
por | 3 | encontre as coordenadas de v em relação a base C, isto é, vc. 
2 
3. Se as coordenadas do vetor v em relação a base C, isto é, vc, são dadas 
2 
por 3 encontre as coordenadas de v em relação a base B, isto é, 
—1 
UB. 
Resolução: 
1. Temos 
1 0 3 
MÇ=|1 20 
-1 3 1 


-1 : 
Como M$ = (M$) , passemos a encontrar a inversa de M$ : 


1 03:100 A E IÓN 
o dr FADO a E AS 
E) O ad 071 
10 3 1.00 10% 3 1 0 0 
~ 3 1 1 ru 3 1 1 
E = aig 30 01l-3:>2 3 0 
3 4 1 0 00 # 5 31 
WE A EE R e cd 
ru 3 é m~ 1 4 3 
0 1 -3 : -3 3 0 0 1 0 Too 7 
5 3 2 5 3 2 
00 1 TE. POTE eds so 
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Portanto, 
2 9 6 
17 17 17 
B_ 1 4 3 
Mc o YW 
23. 2323 2 
17 17 17 
2. Como vo = MBvp, 
2 9 6 
17 17 17 1 1 
VC = 1 E 3 3 1 
C Tr 7 17 
3 2 2 0 
17 17 I7 
3. Como vg = Mvo, 
1.03 2 —1 
vg=| 1 20 3 |1=|8 
-13 1 —1 6 


Ex. Resolvido 7.13 Considere o seguinte subespaço de Ms: 


= Ty PN e 
w=(( à e Ma y— z o}. 


a) Mostre que B dada pelas matrizes 


z 0.0 
= 01 
são bases de W. 


b) Encontre as matrizes de mudança da base B para a base C e da base C 
para a base B. 
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c) Encontre uma base D de W, tal que a matriz 
110 
P=1 002 
031 
seja a matriz de mudança da base D para a base B, isto é, P = MB. 


Resolução: 
a) 


=p y eg de 
A= (2 i) Way A 


Assim, A € W se e somente se existirem zx, y, z € R tais que 


A=3 (y 0) += (1 o) + lo ul (7.14) 
"0 0) (9) 


A equagáo tomada com A = O mostra que as matrizes acima que 
geram W são de fato 1.1. e, portanto, formam uma base de W. Além do 
mais, dim W = 3. 


isto é, 


Como C é formado por três vetores de W e a dimensão de W é três, basta 
verificar que tais vetores são l.i.. De fato, 


(0) (0) 79-60) 


a ei a >sa=8=7=0. 


b) Basta notar que 
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e daí, 
0 —1 0 
MÇ=|1 1 0 
0 0 1 
Quanto a MË, vemos que 
Bı = C1 Co 
Bə = Cı 
B3= C3 
e assim, 
1 1 0 
M¿=|-100 
0 01 
Procuremos D4, Da e Dz em W de modo que formem uma base W tal que 


MB = P. Isto ocorre se e somente se 


Bı = 1D, +0D: + 0D; = Dı 
B> = 1D, 0D, 3D = Dı + 3D3 , 
B3 == 0D: 2Də 1D3 FE 2D» + Ds 


ou seja, Di = Bı, Ds = (Ba = B1)/3 e Ds = (B3 = (Ba = B1)/3)/2 = 
(3B3 + Bı — B2)/6. Assim, a base D formada por Dı, Dz e Dz é dada 


pelas matrizes 
(o o) Evo 1/2) (ado 0) 


Capítulo 8 


Transformações Lineares 


8.1 Introdução e Exemplos 


Ax agora estudamos os espaços vetoriais e seus subespacos, introduzimos 
os conceitos como dependência e independência linear e, a partir disto, pudemos 
descrevê-los de maneira mais simples usando para isto geradores e, mais especi- 
ficamente, bases. De certa forma já temos em mãos tudo o que precisamos para 
trabalhar com espaços vetoriais. No capítulo [12] voltaremos a estudar espaços 
vetoriais que possuem uma estrutura mais rica. 

O leitor já deve estar familiarizado com o conceito de funções, principal- 
mente com aquelas que estão definidas em um subconjunto da reta e tomam seus 
valores também no conjunto dos números reais. Nosso próximo passo é estudar 
funções que têm como domínio um espaço vetorial e que tomam seus valores em 
um outro espaço vetorial. Note que os valores tomados são, na verdade, veto- 
res. No entanto, vamos nos restringir a apenas alguns tipos especiais dentre estas 
funções. Estamos interessados em funções que preservem as operações existen- 
tes no espaço vetorial que atua como o seu domínio e aquelas do espaço vetorial 
que age como contra-domínio. Por exemplo, por preservar a adição de vetores 
entendemos que ao tomar dois vetores no domínio da função o valor que esta 
deve ter para a soma destes dois vetores é a soma dos valores que ela possui para 
cada um dos vetores. De maneira semelhante a função deve preservar o produto 
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por escalar. Funções com estas propriedades são chamadas de transformações 
lineares. Mais precisamente, temos. 


Definição 8.1 Sejam U e V espaços vetoriais. Dizemos que uma função T : 
U —> V é uma transformação linear se forem verificadas as seguintes condições: 


LT(u+v)=T(u)+T(v), Vu,v € U; 


2. T(Au) = AT (u), Vu EU, VAER. 


Observação 8.2 Note que T : U > V é uma transformação linear se e somente 
se T(Mu+ wv) = AT (u) + uT (v), para todo u,v € U, A, u ER. 


Observação 8.3 Note que pela propriedade |2|temos 
T(0) = T(00) = 07 (0) = 0. 


Ou seja, toda transformação linear de U em V leva o elemento neutro de U no 
elemento neutro de V. 


A seguir listamos alguns exemplos de transformações lineares definidas em 
vários espaços vetoriais que já tratamos no decorrer do curso. 


1. T : U > V dada por T(u) = 0, para todo u € U. T é chamada de 
transformação nula. 


2. T : U > U dada por T(u) = u, para todo u € U. T é chamada de 
transformação identidade. 


3. T : PAR) > R”+! dada por 


T(ao + aix +- +anz”) = (a0,..., an). 
4. Se A E€ Mmxn é uma matriz dada, definimos 
T : Maxi — Mmx1 


por T(X) = AX, o produto de A com X, para todo X € Mix. 
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5. T :C([0, 1]; R) > R dada por 


T(f) = f Tojs, 


para toda função f € C([0, 1]; R). 


6. T : C*([0, 1]; R) > C ([0, 1]; R) dada por T(f) = f', a derivada de f, para 
toda f € C*([0, 1]; R). 


Os exemplos abaixo são de funções entre espaços vetoriais que não são trans- 
formações lineares. 


1. T : R? > R dada por T (x,y,z) = x£ +y + z + 1. Note que T (0,0,0) = 
1%0. 


2. T :C([0, 1]; R) > R dada por 


T(f) = / poi 


para toda função f € C([0, 1]; R). 


Se T fosse linear deveríamos ter por[2] T(-f) = —T(f) para toda função 
f e C([0, 1]; R). Para ver que isto não ocorre, basta tomar f como sendo 
a função constante igual a 1. Temos neste caso que T(—1) = 1 = T(1). 


3. T : R > R dada por T(x) = 2?. Observe que T(—1) = 1 = T(1). Logo, 
não temos 7 (—1) = —T(1). 


Proposição 8.4 Seja U um espaço vetorial com base w,,...,un- Toda transfor- 
mação linear T : U > V fica determinada por T(u;),...,T(u,), ou seja, 
conhecidos estes vetores, conhece-se T(u) para qualquer u € U. 


Prova: Já que u;,...,u, formam uma base de U, dado u € U existem Q,..., 
Qn E R tais que u = 0441 +-+ + Anun. Deste modo, 


T(u) = T (œu Leer On Un) = aT (u1) Lars E On T (Un). 


84 CAPÍTULO 8. TRANSFORMACOES LINEARES 


Ex. Resolvido 8.5 Encontre uma transformação linear T : R? — R? tal que 
T(1,2) = (3,—1) e T(0,1) = (1,2). 


Resolução: Note que (1,2) e (0,1) formam uma base de R?. Se (x,y) € R? 
então, como é fácil verificar, temos (x,y) = 1(1,2) + (y — 2x)(0,1). Deste 
modo, a transformação T deve satisfazer 


T(x, y) = T(x(1,2) + (y — 2x)(0,1)) = zT (1,2) + (y — 2x)T (0, 1) 


= xz(3,—1) + (y — 2x) (1,2) = (x + y, 2y — 5x). 


Verifica-se facilmente que a transformação T definida como acima é linear e 
satisfaz as condições pedidas. 


8.2 O Espaço Vetorial Z(U,V) 


Sejam U e V espaços vetoriais. O conjunto de todas as transformações linea- 
res T : U > V é denotado por Z(U,V). Quando U = V usamos a notação 
LU) = -Z (U,U). 

Dadas T, S € Z (U, V) podemos definir T + S : U > V por (T + S) (u) = 
T(u) + S(u), u € U. Vê-se claramente que T+ S € Z (U,V). 

Se T € Z(U,V) e à € R definimos AT : U > V como (AT)(u) = 
A(T (u)). Também, AT € Z (U,V). 

É um simples exercício de verificação o fato de -Z (U, V) com as operações 
definidas acima ser um espaço vetorial. Note que o elemento neutro da adição é 
a transformação nula, isto é, T € Z (U, V) definida por T (u) = 0, u € U. 

Registraremos isto na seguinte 


Proposição 8.6 -Z (U, V) com as operações acima é um espaço vetorial. 


Definição 8.7 Se U é um espaço vetorial, definimos o espaço dual de U como 
sendo U' = Z(U,R), isto é, U' é formado pelas transformações lineares T : 
U > R. Estas transformações lineares também são chamadas de funcionais 
lineares definidos em U. 
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Teorema 8.8 Se U é um espaco vetorial de dimensáo n e V é um espaco vetorial 
de dimensão m então L (U, V) tem dimensão mn. 


Prova: Fixemos duas bases, uma formada por vetores u;,...,u, de U e outra 
formada por v1, . . . , Um, Vetores de V. 
Para cadal <i <nel< j <m defina 


Tij(21U1 ++ + Enun) = Tij, Visas Da ER. 


Note que 


v; sei=k 
De lo sei Æ k 


Verifiquemos que T;; € L(U, V): 
Tij ((£1U1 ++ Enun) + (Yru +- + YnUn)) 


= Tijl (1 + ya +++ + (Ln + Yn)JUn) = (£i + Yi) Vj = Div; + WO; 
= Tilt ++ Enun) + Ti(yiUr +++ + Ynun). 


Também, para todo A € R, 


Tij( Alu + Enun)) = Tiz (Aziti + + AL Un) 


= AL = AT ij (ziu srs SE ZnUn).- 


Mostremos que T;;, 1 <i < nel < j <m, formam uma base de -2 (U, V). 
Sei: A aijTij = 0 então, para cada 1 < k < n, 


m 
> dell ug) Es J ayt ij (uz) A Axil pl ug) 2 aru; 
1 j=1 


j=1 i=1 


n 


i= 


e como V1, ...,Um São linearmente independentes, segue-se que agı = = = 
akm = 0. Portanto T31, .. ., Tnm são linearmente independentes. 

Seja T € Z(U,V). Seu € U então u = 2141 +--- + LU, para certos 
números reais x1,...,Yn. Como T é linear 


T(u) = zıT (u1) ++- +21 (un). 
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Como T'(w;) € V, podemos escrever, para cada 1 < i < n, 


T (ui) = 01401 +- + Amim. 


Porém, como para cada 1 < j < m, 1 < i < n, T;¡(u) = 1,05, obtemos 


T(u) = mT (u1) +++: + £nT (un) 


= 11(01101 + *** + Amm) +e + EnlQ1nU +*** + OmnUm) 


= 0117101 is Am1T1U Mm es Ain Tn Ul pieg AmnTnUm 
= anTa(u) qa AmiTim(u) peee 11 in (u) e aAmnInmlu), 


ou seja 
T = anta pore Ami Tim Presa QAinTin Pars Amn Inm- 


Corolário 8.9 Se V é um espaço de dimensão n então o seu dual também tem 
dimensão n. 


Pelo corolário [8.9} se U tem dimensão n então o seu dual, U’, tem a mesma 
dimensão. Seguindo os passos da demonstração do teorema [8.8] SE U1, ..., Un 
formam uma base B de U então os funcionais lineares f,,..., fn : U — R dados 
por f;(u) = f,(1141 +--+ Enun) = zj, j = 1,...,n, formam uma base de U”. 
Esta base é chamada de base dual da base B. 


Ex. Resolvido 8.10 Considere a base B de RÌ formada por u, = (1,1,1), uz = 
(1,1,0) e uz = (1,0,0). Encontre a base dual de B. 


Resolução: Dado (x, y, z) € R3, temos 


(x,y,z) =2(1,1,1) + (y — 23(1,1,0) + (x — y)(1, 0, 0). 


Deste modo, a base dual de B, é dada pelos funcionais lineares f1, fo e f3 em 
que 


filz, y, z) =z, fo[2,y,2) =y= 2 e falx,y,2) =1 —y. 
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S € 


Definicáo 8.11 Sejam U, V e W espacos vetoriais. Se T € L(U,V) e 
= S(T(u)), 


L(V, W) definimos a composta So T : U + W por S o T(u) 
u EU. 


Exemplo 8.12 Considere T,S € Z(R?) dadas por T (x,y) = (x + y,0) e 
S(x,y) = (x, 2y). Encontre ToSeSoT. 


To S(x,y) = T(S(z, y)) =T (x, 2y) = (x + 2y,0). 
SoT(z,y)=S(T(z,y)) = Su + y, 0) = (z + y, 0). 
Note que To S A SOT. 
Definição 8.13 Se T € ZL(U), definimos T! = T e T” = T o T""! paran > 2. 


Definição 8.14 T € Z(U) é chamada de nilpotente se existir algum inteiro 
positivo n tal que T” = 0, a transformação nula. 


Obviamente a transformação nula é um exemplo de uma transformação nil- 
potente. 


Exemplo 8.15 Mostre que T : R? > R? dada por T(x,y) = (0, x) é um opera- 
dor nilpotente. 


Vejamos: T?(x, y) = T(T(x,y)) = T(0,x) = (0,0). Assim, T? = 0. 


Proposição 8.16 SejamT' € Z(U,V)eS € Z(V,W). Então SoT € Z(U,W). 


Prova: Dados u,v € U e A, y € R temos 


SoT(Au + pu) = S(T(Au + pu)) = S(AT (u) + uT(v)) 
= SAT(u)) + S(uT (v)) = AS(T(u)) + 8 (Tlv)) = AS o T(u) + uS o TW). 
E 


Proposição 8.17 Sejam T € L(U,V), S € Z(VW)eRe L(W, X),em 
que U, V, W e X são espaços vetoriais. Então (Ro S) o T =Ro(SoT). 
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Prova: Para todo u € U, temos 

(Ro S) oT(u) = (Ro S)(T(u)) = R(S(T(u))) 
e por outro lado 

Ro (8 0 T)(u) = R((S o T)(u)) = R(S(T(u))). 


Comparando as expressões chegamos ao resultado desejado. 
E 


Proposição 8.18 Se S, T € Z (U,V), R € L(V, W) então Ro (S +T) = 
RoS+RoT. 


Prova: Dado u € U, temos 
Ro (S +T)(u) = RUS + Du) = R(S(u) + Tlu)) = R(S(u)) + R(T (u)) 
= Ro S(u)+ RoT(u) =(RoS+RoTD) (u). 
E 


Proposição 8.19 Se T € Z (U,V) e Iy € Z(V) é a identidade em V, isto é, 
I(u) =v, v € V,e Iy € L(U) éa identidade em U, então Iy oT =T e 
Tody =P 


Prova: Dado u € U, temos 


Iy oT(u) = Iy(T(u)) = T(u) 


To lulu) = T(lu(u)) = T(u). 
| 


Definição 8.20 Diremos que T € Z(U,V) possui inversa se existir S : V > U 
tal que S o T(u) = u para todo u € Ue T o S(v) = v para todo v € V. Em 
outras palavras, T o S = Iy e SoT = Iy, em que Iy : U > U é a identidade 
emU e ly : V >V éa identidade em V. 
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Proposição 8.21 Se T € Z(U,V) possui uma inversa então esta inversa é 
única. 
Prova: Suponha que T possua inversas R, S € Z(V,U). Como ly = To Re 


Iy = S o T, temos 


S= Solly =So(ToR)=(SoT)o R=lyoR=R. 


Denotaremos a inversa de T por T~. 
Definição 8.22 Uma transformação linear T : U —> V é 
1. injetora se T (u) = T (v) implicar em u = v; 
2. sobrejetora se para todo v € V existir u € U tal que T (u) = v; 


3. bijetora se for injetora e sobrejetora. 


Proposição 8.23 Uma transformação linear T : U > V é injetora se e somente 
se T(u) = O implicar em u = Q. 


Prova: Suponha que T seja injetora. Se T (u) = 0 então T (u) = T (0) e como T 
é injetora, segue-se que u = 0. 
Reciprocamente suponha que a única solução de T (u) = O seja u = 0. Se 
T(u) = T (v) então T (u — v) = 0 e, por hipótese, u — v = 0, isto é, u = v. 
E 


Proposição 8.24 A fim de que T € Z(U,V) possua inversa é necessário e 
suficiente que T seja bijetora. 


Prova: Suponha que T’ possua inversa. 

Se T(u) = T(v) então u = T"(T(u)) = T!(T(v)) = v e, portanto, T é 
injetora. 

Dado v € V vemos que T(T"!(wv)) = v e, portanto, T também é sobrejetora. 
Assim, T é bijetora. 


90 CAPÍTULO 8. TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


Suponha agora que T seja bijetora. Dado v € V existe um único u, € U tal 
que v = T (w). Defina S : V > U por S(v) = u,. Mostremos que S é a inversa 
de T. 

Se v € V então T(S(v)) = T(u,) =v. 

Se u € U então S(T(u)), pela definição de S, é o único elemento u’ em U 
tal que T'(u”) = T(u). Como T é injetora, temos u’ = u e, assim, S(T (u)) = u. 

E 


Proposição 8.25 Se T € Z(U,V) possui inversa T7! : V — U então T € 
L(V,U). 


Prova: Devemos mostrar que T7! : V — U é linear. 
Sejam v1,v, € V e A1,42 € R. Como T é sobrejetora existem u1, u2 € U 
tais que T (u1) = vı e T (us) = vo. Assim, 


THA + Aova) = TAT (uy) + A2T (us)) = TT (Mu + A2U2)) 


= Au + Aus = MT Hu) + AT! (v2). 


8.3 Imagem e Núcleo 
Definição 8.26 Seja T : U — V uma transformação linear. 


1. Se X C U, definimos a imagem de X por T como sendo o conjunto 
T(X)={T(x);x € X}. 


2. Se Y C V, definimos a imagem inversa de Y por T como sendo o conjunto 
T-Y) = {u € U;T(u) EY}. 


Ex. Resolvido 8.27 Seja V um espaço de dimensão 1. Mostre que qualquer 
transformação linear não nula T : U => V é sobrejetora. 
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Resolução: Como T é não nula existe u, € U tal que T(u,) 4 0. Já que V 
tem dimensão 1 então qualquer base de V é constituída por um elemento e como 
T(u,) € V é não nulo (portanto, 1.i.), ele próprio forma uma base de V. As- 
sim, dado v € V existe œ € R tal que v = aT(u,) = T(au,), ou seja, T é 
sobrejetora. 


Proposição 8.28 Seja T : U > V uma transformação linear. Temos 


1. Se W é um subespaço vetorial de U então T(W) é um subespaço vetorial 
de V. 


2. Se W é um subespaço vetorial de V então T!(W) é um subespaço veto- 
rial de U. 


Prova: 7. Seja W um subespaço vetorial de U. 

Como 0 € W vemos que 0 = T(0) € T(W). 

Se x,y € T(W) então existem u, w E W tais que x = T(u) e y = T(w). 
Como W é um subespaço vetorial, temos que, para qualquer A € R, u+Aw € W. 
Desse modo 


x + ày = T(u) +AT (w) =T(u) +T7(Aw) = T(u+ àw) € T(W). 


2. Seja W um subespaço vetorial de V. 

Como T (0) = 0 € W, segue-se que 0 € T=*(W). 

Se x,y € T”*(W) então T(x), T (y) € W. Como W é um subespaço vetorial 
temos que, para qualquer A € R, T(x) + AT(y) € W. Mas T(z + Ay) = 
T(x) +AT (y) € W e, portanto, x + Ay € TW). 


Definição 8.29 O núcleo de uma transformação linear T : U > V é o subespa- 
ço vetorial de U dado por T7} ({0}), ou seja, é o conjunto fu € U; T (u) = 0}. 
Denotaremos o núcleo de T por N (T). 


Proposição 8.30 Seja T : U => V uma transformação linear. T é injetora se e 
somente se N (T) = {0}. 
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Prova: Pela proposição [8.23] T é injetora se e somente se a equação T(u) = 0 
possui como única solução u = 0. Isto é o mesmo que dizer que o conjunto 
M (T) é formado somente pelo elemento 0. 

A 


Ex. Resolvido 8.31 Seja T € Z(U). Mostre que T? = 0 se e somente se 
MUENTE 


Resolução: Suponha que T? = 0. Se v € T(U) então existe u € U tal que 
v=T(u) e, portanto, T(v) = T*(u) = 0. Logo, ve M(T). 

Suponha agora que T(U) € N(T). Dado u € U, como T(u) € T(U) € 
N (T), temos Tº(u) = T(T(u)) = 0. 


Ex. Resolvido 8.32 Seja 0 € R. Encontre o núcleo da transformação linear 
T : R? > R? dada por 


T(z, y) = (x cos — y sen 0, x sen 0 + y cos 0). 


Resolução: Por definição, (x,y) € M (T) se e somente se T(x, y) = (0, 0), isto 
é, se e somente se 


(xcos0 — y sen 0, x sen 0 + y cos 0) = (0, 0) 


xcosl — ysen f = 0 
i E <= (1, y) = (0,0). 


send + ycosó = 0 
Portanto, “~ (T) = {(0,0)}. 


Teorema 8.33 (Teorema do Núcleo e da Imagem) Sejam U e V espaços veto- 
riais T : U Ss V uma transformação linear. Suponha que U tenha dimensão 
finita. Temos 


dimU = dim ~ (T) + dim T (U). 
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Prova: Seja p = dim M (T). Sep > 1, tome Bı uma base de Y (T) for- 
mada pelos vetores w1,..., up. Pelo teorema do completamento, existem veto- 
res U1,...,Uy E U tais que uy,...,Up, U1,-- - , Uq formam uma base de U. Se 
dim Y (T) = 0, tomamos os vetores vı, . . . , Yg de modo a formarem uma base 
de U. Note que com esta notação temos dimU = p + q. Resta mostrar que 
dimT(U) = q e, para isto, mostraremos que T(v1),..., T(v,) formam uma 
base de T(U). 

Se aT(v) + --- + aT(v,) = 0 então T(a101 + --- + agva) = 0, isto 
É, 4101 +-+ + aqua E N(T). Desta forma, existem 51,...,8p E R tais que 
avi + +++ + 009 = Brum +: + ppup, isto é, 


Bra +--+ + BpUp — 0101 — + + — aqu, = O. 
Como u1, ... , Up, U1, - - , Ug formam uma base de U, segue-se que q) = «+: = 
Ay = b1 = --- = bp =0 e, portanto, T(v;),...,T'(v,) são linearmente indepen- 
dentes. 

Mostremos que T'(v1),...,T'(v,) geram T(U). Seja v € T(U). Logo, existe 

u € U tal que T(u) = v. Como u;,..., Up, U1, - . . , Ug formam uma base de U, 
existem 01, ...,Q% B1, - - - , Bp E R tais que 

u = Au ++-* + Apup + B101 +-** + Bv 
e daí, 

v = T (u) = Tl01U1 +: + Apup + ivi + bata) 


= 01P (u1) +: -+ apT (up) + BiT (v1) +++ + BaT (va) 


já que u1,...,Up E M (T). 
E 


Corolário 8.34 Se U e V são espaços vetoriais de dimensão finita tais que 
dmU = dimV e se T : U — V é uma transformação linear então as se- 
guintes condições são equivalentes: 


1. Té sobrejetora; 


94 CAPÍTULO 8. TRANSFORMACOES LINEARES 


2. T é injetora; 
3. T é bijetora; 


4. T leva bases de U em bases de V, isto é, se us,...,u, é uma base de U 
então Tlu;),..., T (un) é uma base de V. 


Prova: (1) => (2): Se T é sobrejetora então T(U) = V e pelo teorema an- 
terior, dim U = dim M (T) + dim V. Mas como dimU = dim V segue que 
dim “M (T) = 0, isto é M (T) = {0}. Pela proposição [8.30] T é injetora. 

(2) => (3): Se T é injetora então dim MY (T) = 0. Pelo teorema anterior 
segue-se que dim U = dim T(U). Como dim U = dim V segue-se que T(U) 
é um subespaço de V com a mesma dimensão de V. Logo, T(U) = V, isto é, T 
é sobrejetora. Dessa forma, T' é bijetora. 

(3) => (4): Suponha que T seja bijetora. Considere uma base de U formada 
por vetores w,...,un- Precisamos mostrar que T'(w1),...,T(wn) formam uma 
base de V. 

Se aT(wm) +: +anT(un) = 0 então T (ajui + --- + anun) = 0, isto 
é, aqu + + Onun E N(T). Como T é injetora temos M (T) = {0} e, 


consequentemente, 04] + --- + nUn = 0. Como u,,... , Un formam uma base 
de U temos q, = --- = a, = 0 e, portanto, T (u1), ..., T (un) são linearmente 
independentes. 


Seja v € V. Como T é sobrejetora, existe u € U tal que v = T(u). Escre- 
vendo u como aqu, + --- + QU, Vemos que 


v=T(am+--c+aun)=]0T(u)+-+aT(u,), 


isto é, T(u1),..., T(un) geram V. Observe que já havíamos provado isto na 
proposição |8.4 

(4) => (1): Seja u1, ..., un uma base de U. Por hipótese, T (u1), ... , T(u,) 
formam uma base de V. Assim, dado v € V existem q4,...,a, E R tais que 
v=ÔT(wm)+---+anT(un). Deste modo, v = T(aju +--+ + anun), isto é, 
T é sobrejetora. 


Ex. Resolvido 8.35 Mostre que toda transformação linear bijetora T : R? > 
R? leva retas em retas, isto é, a imagem de uma reta por T é uma reta. 
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Resolução: Dada uma reta r no plano usaremos a equação vetorial para repre- 
sentar seus pontos, isto é, um ponto P € r é da forma P, + Av, em que P, 
é um ponto sobre a reta, vw é um vetor direção da reta e A € R. A imagem 
de r por Té T(r) = (T(P);P € r}. Assim, todo ponto em T(r) é da forma 
T(P) =T(P,) +AT (0), À € R. Como T é injetora e v O temos que T(5) + 0, 
ou seja, T (r) é uma reta que passa por T(P,) e tem direção T(v). 


Ex. Resolvido 8.36 Sejam a,,...,an € R não todos nulos. Mostre que o su- 
bespaço H = ((x1,...,2n) ER”;a111 +--+ antn = 0) tem dimensão n — 1. 


Resolução: Note que H é o núcleo da transformação linear T : R” —> R dada 
por T(%1,..., En) = quai + +*+ an. Como nem todos os a; são nulos, segue- 
se que T é não nula e pelo exercício [8.27] T é sobrejetora. Deste modo, pelo 


teorema?8.33| temos 
n= dim R” = dim A + dimT(R”) = dim H +1, 


ou seja, dim H =n — 1. 


Ex. Resolvido 8.37 Sejam 


(+3 


eT : Mə > Mo dada por T(X) = AX — XA. Encontre o núcleo e a imagem 
de T. 


Resolução: Núcleo: X € Y (T) se e somente se AX = XA. Se denotarmos 


a b 
=: 


vemos que X € M (T) se e somente se 


o Dl a5 E a) (o 1) 
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a+2c b+2d) (fa 2a+b 
c d “e 2c+d 


isto é, 


que equivale a 


a+2c=a 

b+2d=2 b 

T Mg >c=0ea=d. 
c=c 

d=2c+d 


Portanto, 
a b 10 0 1 
x= (0 a) =el 1) telo 0): 


Dessa forma, o núcleo de T é o subespaço vetorial gerado pela base (note que as 
matrizes são 1.1.) formada pelas matrizes 


to 1) (o 0): 


Imagem de T: Temos que 


se e somente se existir 


talqueY = AX — XA, isto é, 
a OD RD O É b\/12 
z t) AO TIXed c d) \O 1 


_fa+2c b+2d fa 2a+b\ _ /2c Qd =%a 
E c d c 2e+d) 10 —2c 
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=i o +2(d— a) ol 


ou seja, a imagem de T é gerada pela base (note que as matrizes são 1.1.) formada 


pelas matrizes 
1 0 F 0 1 
0 —1 0 0) 


Uma outra maneira para encontrar uma base da imagem de T é fazer uso da 
prova do teorema Isto é, sabemos que 


to 1) (o 0) 


formam uma base do núcleo de T e, como no referido teorema, a completamos 
até uma base de M como, por exemplo, 


to 1) (o 0) (2 o) e (o 1) 


e, pelo mesmo teorema, 


(0) 2) rl 1))= (0 1) 


formam uma base da imagem de T. 


Definição 8.38 Dizemos que T € Z(U) é idempotente se T? =T. 


Exemplo 8.39 T:U > U, a identidade de U é idempotente. 


Exemplo 8.40 T : R? > R? dada por T (x,y) = (x,0) é idempotente. 


Note que 
T*(x, y) = T(2,0) = (2,0) = T(z, y). 


Proposição 8.41 Mostre que se T € Z(U) é idempotente então 


V=TW MT). 
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Prova: Dado u € U podemos escrever 
u=T(u) + (u — T (u)). 


Claramente, T (u) € T(U) e T(u—T(u)) = T(u)—T?(u) =T(u) —T(u) = 0. 
Logo, U = T(U) + M” (T) e resta mostrarmos que a soma é direta. 

Seu € T(U) NM (T) então existe v € U tal que u = T (v) e T(u) = 0. 
Porém, como T = T?, temos 


u = T (v) = T? (w) = T(T(w)) = T(u) = 0, 
ou seja, T(U) NN (T) = {0}. 


8.4 Isomorfismo e Automorfismo 


Definição 8.42 Dizemos que uma transformação linear T : U => V é isomor- 
fismo quando ela for bijetora. No caso em que U = V diremos que T é um 
automorfismo. 


Definição 8.43 Dizemos que os espaços vetoriais U e V são isomorfos se existir 
um isomorfismo T : U > V. 


As seguintes transformações são exemplos de isomorfismos e, portanto, os 
respectivos espaços vetoriais são isomorfos. 


1. T : U SU dada por T (u) = u. 


2. T:R” > %G,_1(R) dada por T(x1,..., En) = £1 + Tat + + Ent. 


3. T : Mmxn — R”” que associa a cada matriz A = (aij) de Mmxn O 
seguinte elemento de R” 


(ditar in erimi nn): 


Ex. Resolvido 8.44 Verifique se T(x, y,z) = (x — y, x — z,z — y) é um auto- 
morfismo de Rº. 
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Resolução: Se T(x, y, z) = (0, 0, 0) então 


—y=0 


r=2=0 =>«:em=y=2Z. 


2-=y=0 


Logo, T não é injetora, pois 7(1,1,1) = (0,0,0). Assim, T não é um isomor- 
fismo. 


Proposição 8.45 Se T : U —> V é um isomorfismo e U tem dimensão finita 
então dimU = dim V. 


Prova: Como T é injetora, 4 (T) = {0} e, portanto, dim Y (T) = 0. Como T 
é sobrejetora, T(U) = V. Segue do teorema do núcleo e da imagem que 


dim U = dim N (T) + dimT(U) = dim V. 
A 


Corolário 8.46 Se T : U > V é um isomorfismo e V tem dimensão finita então 
dim U = dim V. 


Prova: Note que T~! : V — U é um isomorfismo e dim V é finita. Assim, pela 
proposição temos que 


dmU = dim V. 


Proposição 8.47 Sejam U e V espaços de dimensão n. Se w,...,Un € v1,..., 
vn formam bases de U e V, respectivamente, então 


T(£1U1 +`- + EnUn) = 1101 +: FLU Ti, TER, 


define um isomorfismo entre U e V. Note que T (uj) =v;,j=1,...,n. 
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Prova: Primeiramente, note que 7', de fato, define uma função pois as coordena- 
das de um vetor com relagáo a uma base sáo unicamente determinadas por ele e 
pela base. 

Verifiquemos que T é linear. 

Dados w1, wa € U, podemos escrever 


n n 
wi = ) TU € Wo = > Y; us, 
i=1 i=1 


com zi, yi E R, i = 1,...,n. Se ài, A2 € R, temos 


T(A1w1 + A2w2) = T (Sor F ta = X Oit + A2y;)v; 


i=1 i=1 


= Ài > Tivi + Aa DE = MT (w1) + AT (w2). 
i=1 i=1 
Seja w = Y ;_, zu; tal que T (w) = 0. Mas T(w) = 1101 +-+- + LnUn =0 
e, portanto, 11 = --- = £n = 0, ou seja, w = 0. Portanto, T é injetora e pelo 
corolário segue-se que T é um isomorfismo. 
| 


As últimas proposições resultam no seguinte 


Corolário 8.48 Dois espaços vetoriais de dimensão finita são isomorfos se e 
somente se têm a mesma dimensão. 


Combinando o corolário acima com a proposição vemos que dois espa- 
ços de dimensão finita são isomorfos se e somente se eles possuem a mesma 
dimensão. 


Corolário 8.49 Se U é um espaço vetorial de dimensão n e V é um espaço 
vetorial de dimensão m então L (U, V) é isomorfo a Mmxn- 


Prova: Note que tanto .Z(U,V) como Mmxn têm a mesma dimensão: mn. 
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8.5 Matriz de uma Transformação Linear 


8.5.1 Definição e Exemplos 


Sejam U e V espaços vetoriais de dimensão finita. Fixemos uma base B de U for- 
mada por vetores w1,..., un e uma base C de V formada por vetores v1, .. . , Um- 
Se T € .Z(U, V) podemos escrever 


T(u;) = 1501 HeH amim,  ¿=1,...,n. 
A matriz 
411 012 Gn 
a a a 
E 3 a € Mma 
Ami Am2 --- Amn 


é chamada de matriz da transformação T' com relação ás bases B e C e é deno- 
tada por [T] g c. No caso em que U = V e B = C usaremos a notação |T] p. 


Ex. Resolvido 8.50 Encontre a matriz de T : R? => R? dada por T(z, y, z) = 
(x + y, — z) com relação às bases canônicas de Rê e R?. 


Resolução: Temos 
T(1,0,0) = (1,1) = 1(1,0) +1(0, 1), 


T(0,1,0) = (1,0) = 1(1,0)+0(0,1) e 
T(0,0,1) = (0,-1) = 0(1,0) — 1(0,1). 


Mse= (104): 


Ex. Resolvido 8.51 Encontre a matriz de T : R? > R? dada por T(x,y,2) = 
(x +y,x — z) com relação às bases B = {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)} de R? e 
D = {(1, 1), (0, 1)} de R? 


Assim, 
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Resolucáo: Temos 
T(1,0,0) = (1,1) =1(1,1) +0(0, 1), 


T(0,1,0) = (1,0) =1(1,1) -1(0,1) e 


T(0,0,1) = (0,-1) =0(1,1) — 1(0,1). 


Assim, 
1 1 0 
lap = 6 -1 o l 
Ex. 8.52 Sejam U e V espaços vetoriais com bases B = {u1,..., Un} e C = 
Í01,...,Umy, respectivamente. Fixe i € {1,...,n}e j € {1,..., m} e defina 


Ti; € Z (U, V) como na prova do teorema[8.8| isto é, T;; é dada por 


Tij(21U1 ++ + nUn) = Til; T1;..., Zn ER. 


Note que 


v; sei=k 
Tylu) = E ER 


2 Ou, +---+005-1 + 105 + 00441 +e +00, sei=k 
Oseifk 


Assim [Tiso = Eji = gl em que 


589 = E se (j,i) = (k, 1) 


k,l E 
O caso contrário , 


ou seja, a matriz E;; possui todos os coeficientes nulos com exceção daquele que 
ocupa a j-ésima linha e da i-ésima coluna cujo valor é 1. 
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8.5.2 Propriedades 


Proposição 8.53 Sejam U e V espaços vetoriais de dimensão finita com bases 
B e C, respectivamente. Se T, Se L (U, V) e à, u ER então 


[AT + uS]Bo = AlT]Bc + nec. 


Prova: Colocando B = {u1,..., Un}, C = (01,...,U0m), [Tlgo = (ai) e 
[S]p,c = (Biz) temos 
AT + uS)(u;) = AT(u;) + uS(u;) 


=:MOyjU1 4 + AmjUm) + lb AP = PmjUm) 
= (Am; + Ubij wi +++ + (Aami É MB) Um 


e, desse modo, 


Aa + ubu «== Amin + Ubin 
DT +u5]B0 = : tea : = AlTlBc+ ulSlp- 
AQm1 lo HBmi YE AQmn ate, Ubmn 


Corolário 8.54 Sejam U e V espaços vetoriais de dimensão finita com bases B e 
C, respectivamente. Se T € Z (U, V) é a transformação nula então |T] g cœ = 0. 


Proposição 8.55 Se B e C são bases de um espaço vetorial V de dimensão finita 
e I € L(V) éa identidade de V então |I] g c = M8. 


Prova: Sejam B = [uz,...,Unj, C = (01, ...,Uny e [Ip = (aij). Como 
uj = I (uj) = 01301 +: + OnjUn 


vê-se que [1]; c = ME. 
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Proposição 8.56 Sejam U, V e W espaços vetoriais de dimensão finita. Sejam 
Te Z(U,V)eS € L(V, W). Se B,C e D são bases de U, V e W, respectiva- 
mente, então 

[So T|p,p = [Slc,plT)s,c- 


Prova: Coloquemos B = (uz, ...,Un |, C =4(01,..., Um e D = {w1,..., Wp}. 
Se [T] g c = (ass) e [S]o,p = (811) então 


SoT(u)=S(T(u;)=sS (È ou) = > SiS (ui) 


m p p m 
= X ay (2 du) = y > duas) Wk. 
i=1 k=1 k=1 \i=1 
Portanto, 


[S o Tlep = 3 Suau) = [Seo ac. 
E 


Proposição 8.57 Sejam U e V espaços vetoriais de dimensão finita com bases 
B e C, respectivamente. Se T € Z(U,V) possui inversa T~" então [7 Jep = 


Fo 
Prova: Seja n = dim U = dim V. Temos 

Faol es = [ToT ec = [Tec = In 
em que /,, é a matriz identidade de ordem n. Analogamente, 

W eslTsc= [7 0T]8,8 = [5,8 = In. 


Portanto, [To = [T] zc- 
| 


Proposição 8.58 Seja V um espaço de dimensão finita. SeT € Z(V)eBeC 
são bases de V então 
Dec = MET] s,» Mp. 
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Prova: Como [/]g c = MÊ e [lc = M$, temos 
MET] seM$ = Us clTs,slTlc, = Us clTle, = [Tec 


Ex. Resolvido 8.59 Considere, B, a base de R? formada pelos vetores (1,1) e 
(1, —1). Seja T € Z(R?) tal que 


10 
(UN 


Encontre [T]c.c, em que C é a base canónica de R?. 


Resolução: Como 


(oye Zq, ia 50, Ee 5 1) - 5, E 


obtemos 
C “o B [64 1 1 
Mg = ? 2, e M$ = (M$) == 1 1 
2 2 GS 
Assim, 
[Tloc = MẸ|T]s,,M5 = 
1 11/1015 214_(3 -2 
1 -—1J10 515 =) 1-2 3 
Note que 


T(x, y) = Plx(1,0) + y(0,1)) = 7 ((1,0)) + yT ((0, 1)) 


= 2(3(1, 0) — 2(0, 1)) + y(-2(1, 0) + 3(0, 1)) = 
= 1(3, -2) + y(-2,3) = (3x — 2y, 3y — 22). 
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Proposicáo 8.60 Sejam U e V espacos vetoriais de dimensáo finita com bases 
B e C, respectivamente. Se T € Z(U,V) eu € U então, representando por 
T(u)c e ug as coordenadas dos vetores T (u) e u, respectivamente, temos 


T(u)c = [Tlg cup. 


Prova: Coloque B = ([u1,..., Un}, C =4(U1,... Um), [T]B, = (a) e 


a 
us= |: 
An, 
Temos 
T(u) = T(arui +--+ anun) = aT (u1) +--+ anT (un) 
= (Ovi +-**+0Om1Um) + + 0On(01n01 E e + OmnUm) 
= (mon +: + OaQ1m)01 +++ + (010m1 + *** + Arma) Um, 
ou seja, 
mad + OAnQin Qu co Qin 01 
T(u)c = afi om l ar 
A1Qm1 + Nado + UnAmn Ami Ce Amn Un 


isto é, T(u)c = [Tlg cup. 


Proposicáo 8.61 Sejam U e V espacos vetoriais de dimensáo finita com bases 
B e C, respectivamente. Então T € Z(U,V) é um isomorfismo se e somente se 
[T] gc possui inversa. 


Prova: Se T é um isomorfismo então pela proposição [7l|p,c possui inversa 
dada por [T cp. 
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Reciprocamente, suponha que [7] gc possua inversa. Pelo corolário 
basta mostrar que T é injetora. Se T (u) = 0 então 


—1 —1 
uB = MzcT (Wo == IT], =0. 
Como todas as coordenadas de u são iguais a zero, obtemos u = 0 e, portanto, 


T é injetora. 
E 


Ex. Resolvido 8.62 Verifique se T : R? > 2,(R) dada por T(a,b) = a + (a + 
b)x é um isomorfismo. 


Resolução: Consideremos as bases canônicas de R? e %,(R). Como T(1,0) 
=1+xeT(0, 1) = x, a matriz de T com relação a estas bases é dada por 


Go) 


Como a matriz acima possui inversa, segue-se que T é um isomorfismo. 


8.6 Exercícios Resolvidos 


Ex. Resolvido 8.63 Encontre uma base do núcleo e outra para a imagem de 
T: PAR) > Po(R) dada por T(p) = p' + p". 


Resolução: Note que p(x) = ay + ax + agx? € MN (T) se e somente se (a, + 
2a21)+2a3 = 0, isto é, se e somente se a; = az = 0. Desta forma, p(x) € “M (T) 
se e somente se p(x) = ap. Desta forma o polinômio 1 é uma base de N (T). 

Como 1, x, x? é uma base de 2,(R) que completa a base de M (T), vemos 
que pela demonstração do teorema 8.33] T(x) = 1 e T(x?) = 2x + 2 formam 
uma base da imagem de T. 
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Ex. Resolvido 8.64 Encontre uma base do núcleo e outra da imagem de T : 
Mo(R) > Mo(R) dada por T(X) = AX + X, em que 


A=(s e 


Resolução: Observe que se T(X) = (A+ DX, em que / é a matriz identidade 


de ordem dois. 
a b 
dei] 


Se 
vemos que X € M (T) se e somente se 
1 2\/a b\ /00 
0 0 c d) \0 0 


2 E fo O 

2 Alle d) \0 0 
pE a+2c=0 a =2E —2d\ .. A a Us A 

b+2d=0 AE: ds AT 530 0 RE 


Vé-se claramente que 


DE DRE? 
eta, 


formam uma base de 4 (T). 

A seguir, procuraremos matrizes Mz e M, tais que M,,..., M4 formem uma 
base de Ma(R). Isto é, equivalente a encontrar M> e Ma tais que a única solução 
de 


aM, | BM» yM3 | ôM, = 0 


seja a trivial. 
Colocando 


obtemos 


8.6. EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 109 


que equivale à equação 


—2 0 a 2 a 0 
1 0 c z PB] 10 
0 -2 b y y| |0 
0 l d t ô 0 


que apresenta uma única solução se e somente se o determinante da matriz de 
ordem quatro acima for diferente de zero. Como este determinante é 


A = — (2c + a) (2t + y) + (22 + x) (2d + b), 
vemos que A # 0 se e somente se 
(2z + x) (2d + b) # (2c + a) (2t + y). 
Dessa forma podemos tomar 
O -2 E O 1 
ma (+ |] E e 1) Ratio É : E E l 
Segue da demonstração do teorema que 
1 —2 2 0 1 1 
rl D)e oe r 0) 


formam uma base da imagem de T. 


] 
Vl 
Do 
N N 

© 


Ex. Resolvido 8.65 Determinar uma transformação linear T : R? — R? cuja 
imagem seja gerada pelos vetores (1,2,0) e (1,1,1). 


Resolução: Como (1, 2, 0) e (1, 1, 1) são linearmente independentes, o subespa- 
ço gerado por estes vetores tem dimensão dois. Logo, a transformação procurada 
deverá ter necessariamente núcleo unidimensional. O que faremos é definir uma 
transformação tal que T (1,0,0) = (1,2,0), T(0,1,0) = (1,1,1) e T(0,0,1) = 
(0, 0, 0), ou seja, 


T(x,y,2) = 1(1,2,0) +y(1,1,1) = (x +y,2x + y, y) 


assim definida, é linear e satisfaz a propriedade desejada. 
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Ex. Resolvido 8.66 Determinar uma T € L(P3(R), P2(R)) cujo núcleo seja 
gerado pelos polinômios 1 + x? e 1 — 2?, 


Resolução: Como dim 2; = 4 e o subespaço gerado por 1 + z? e 1 — q? 
tem dimensão dois, vemos que a imagem da transformação procurada deverá ter 
necessariamente dimensão dois. 

O primeiro passo é completar a sequência de vetores 1 + x? e 1 — x? a uma 
base de 23(R). Para isto, basta acrescentarmos os polinômios 1 e x, como se 
vê: 


ol+Bz+y1+2)+6(1-7)=a+r+y+0+8x-67 + ya? =0 


se e somente se a = p = y = ô = 0. 

Assim, as imagens dos polinômios 1 e x, pela transformação procurada pre- 
cisam necessariamente ser linearmente independentes. Para isto, o que faremos 
é definir T : P3 > P tal que T(1) = 1, T(x) = z, T(1 + z?) = 0e 
T(1— z?) =0. 

Dado p(x) = ay + x + azz? + aza?, reescrevemos p(x) = ay + a2 — as + 
ax + az(1 + x°) — as(1 — 2?) e colocamos 


T(plx)) = T (ao + a2 — az + az + az(1 + 2%) — az(1 — a?) 


= (ao + a2 — 43)1 + 047 = ao + a2 — Az + 012, 


que é uma transformação linear cujo núcleo é gerado por 1 + x° e 1 — x°. 


Ex. Resolvido 8.67 Considere T : PR) — R dado por T(p(x)) = Jo plæ)dz. 
Encontre a matriz de T com relação às bases canônicas de PR) e R. 


Resolução: Temos 


Assim, a matriz de T com relação às bases canônicas é dada por 


(155). 
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Ex. Resolvido 8.68 Seja T : 23¿(R) > P2(R) dado por T(p(x)) = p'(x). 
Encontre a matriz de T com relação às bases canônicas de P¿(R) e PR). 


Resolucáo: Temos 


T(D)=0=0+02+02%, T(x)=1=1+0x + 02°, 


T(2?) = 2x = 0+ 2z + 02°, Tía?) = 32? = 0 + 0x + 32? 


e a matriz de T' com relação às bases canônicas é dada por 


OSS 
Som 
ONO 
Ooo 


Ex. Resolvido 8.69 Seja T : R? — R? a transformação linear dada por 


T(x,y,z) = (£ +2,yY +2,£ +y + 22). 


Encontre as matrizes de T com relação à base canônica, C, e com relação à 
base B formada pelos vetores 


u= (1,1,2),v = (—1,1,0),w = (-1,-1,1). 


Resolução: Com relação à base canônica e, = (1,0,0), e» = (0,1,0) e ez = 
(0,0, 1), temos 


T(e1) = T, 0,0) = (E; 0, 1) = e + de» T eg 

T(es) T T(0, 1; 0) = (0, 1, 1) = De1 T 2 + eg 

T(e3) = T(0, 0, 1) = (1, 1, 2) = e T 2 + 2e3 
e, portanto, 
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Com relação à base B, temos 


=T(1,1,2)=(3,3,6)=3u= 3u + Ww + w 
T(v) =7(-1,1,0) = (-1,1,0)=v= O + v + Ww 
T(w) =T(-1,-1,1)=(0,0,0)= Ou + 0v + Ow 


e, portanto, 


Ex. Resolvido 8.70 Sejam U um espaço vetorial de dimensão finita e T uma 
transformação idempotente definida em U (Cf. [8.38). Sabemos, pela proposição 
que U = Y (TD) O T(U). Seja B uma base de U formada pelos vetores 
u1,-.., Up, que formam uma base de N (T), juntamente com Uy,..., Uy, que 
formam uma base de T(U). Encontre |T] p. 


Resolução: Como T(w) = +- = T(u,) = 0, pois u; € N (T) e T(v;) = 
a1jU1 +: +0450q, já que T(v;) € T(U), vemos que [7'] y tem a seguinte forma 
0- 0 0 -- 0 
0 0 0 0 
0 0 Q11 lg 
0 0 aga e 


8.7 Exercícios 


Ex. 8.71 Verifique se as transformações abaixo são lineares. 


LT:RSR,T(v,y,o)=r+5y-z,(2,y,2) € R3. 


2. T : R? > R, T(z,y, z) =x + 5y — z + 1, (x,y,z) € R3. 
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6. 


7. 


e o DOR A 


T: 


: PUR) > Pal 


: R? > R, T (x,y,z) = £? + 5y — z, (x,y, z) € R*. 


Pol R) > Pol 


R). 


R), T(p) =p +q, p € PAR) e q(t) =1?+1,t ER. 


113 


: Maxi Ti Max, T(X) = AX + X, XE Max1 com À € M, fixa. 


R), T(p) = p' + p", p E Pal 


: Ma > Mə, T(X) = AX, X € Mo, em que A € M, está fixada. 


Ex. 8.72 Determinar o núcleo das transformações lineares abaixo e descreva-os 
geometricamente. 


L 
2 
3. 
4. 


3. 


Tz 


T: 


TS 


To 


Ts 


R? —> R, T (x,y) = y + 2x, (x,y) ER? 


R? —> R, T (x,y,z) = z — 2x, (x,y,z) € Rê. 
R? > R?, T(z, y) = Qu + 2y, £ + y), (7,9) ERÊ 


R? > R?, Tx, y) = (£ + y, 2 — y), (x, y) € 


R?. 


R? — R3, T(xz,y, z) =(2-—x,2- 2x, z — 32), (2,y,2) € 


Rê. 


Ex. 8.73 Determinar bases para o núcleo e para a imagem das transformações 
lineares abaixo. 


L. 
2, 


To 
Es 


Ts Pol R) =>» Pol 
T: PAR) > Pol 


R? > R, T(z,y) =y+2x, (x,y) € R?. 


R), T(p) = p', pe PR). 


R), T(p) = p' + p", p € Pal 


: Mə > Ma, T(X) = AX +X, X € Mo, em que A= ( 


R? —> R?, T (x,y,z) = (£ +y, 2x + y, 32 +y), (x,y,z) € 


2 4 


R). 


1 
2 


Rê. 


:M > Mə, T(X) = AX, X € Mo, em que A= (> el 


1) 
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Ex. 8.74 Seja T : R? — R? um operador linear tal que 


T(1,00)=03D. TL =625De MID =r=.0. 


1. Encontre T((x, y, z)) para (x,y,z) € R*. 


2. Té sobrejetora? Justifique sua resposta. 
3. Té injetora? Justifique sua resposta. 
4. Té bijetora? Justifique sua resposta. 
Ex. 8.75 Seja T : PAR) > Z5(R) um operador linear tal que 
(T(po)) (t) =1+t (Mo)B)=t+" e (T(m) t) =1++t-2é, 


em que pit) =t,i=0,1,2. 


1. Encontre T(p) para p € PAR). 


2. Tésobrejetora? Justifique sua resposta. 
3. T é injetora? Justifique sua resposta. 


4. Té bijetora? justifique sua resposta. 


Ex. 8.76 Seja T : Mə > Mə um operador linear tal que 
10 14 11 —1 0 
T((o 0))-(2 5) To o))-(0 5) 
0 0 0 0 0 0 10 
(O 0))-(21): 70 1))-(20) 


1. Encontre T(X) para X € Ma. 


2. Tésobrejetora? Justifique sua resposta. 


3. Té injetora? Justifique sua resposta. 
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4. Té bijetora? Justifique sua resposta. 


Ex. 8.77 Determinar um operador linear em Rt cujo núcleo é gerado pelos ve- 
tores (1,1,0,0), (0,0, 1,0). 


Ex. 8.78 Determinar um operador linear em Rt cujo núcleo e a imagem sejam 
gerados pelos vetores (1,1,0,0), (0,0, 1,0). 


Ex. 8.79 Determinar um operador linear em R? cujo núcleo tem dimensão 1. 


Ex. 8.80 Determinar um operador linear em R? cujo núcleo é gerado pelos ve- 
tores (1,1,0), (0,0, 1) e a imagem gerado pelo vetor (1, —1, 1). 


Ex. 8.81 Determinar T € Z (R?, R$) tal que 


T(R?) = [(2, 2,3, 2), (3, 2,0, 2)]. 


Ex. 8.82 Determinar uma transformação linear T : R? — R? tal que 


T(R*) = [(1,0,0), (0, 1,0), (1,1,1) e ~ = [(1,1,1, 1,1), (1,1, 1,1,0). 


Ex. 8.83 Determinar uma transformação linear T : R? — R? tal que 


T(1,0,0) = (1,2), T(0,1,0)= (3,4), T(0,0,1) = (0,0). 


Ex. 8.84 Determinar uma transformação linear T : R? > R? tal que dim N(T) = 
2, dim T(R?) = 3. 


Ex. 8.85 Determinar uma transformação linear T : Rê > Rº tal que N (T) = 


Ex. 8.86 Determinar uma transformação linear T : R* > R* tal que N (T) = 
T(R*) = [(1,0, 1,0), (0, 1,0, 1)]. 


Ex. 8.87 Determinar uma transformação linear T : R? > R? tal que T(R?) = 
(1,1,1), (1,2,0)]. 
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Ex. 8.88 Determinar uma transformação linear T : R? > R? tal que T(R?) = 


(1, De 4(P) = [(1, 1)]. 


Ex. 8.89 Verifique se os operadores lineares em R? abaixo são isomorfismos e 
em caso afirmativo determinar o isomorfismo inverso. 


a) T(z,y, z) E (x — 3y — 22, y — 42,2) 


b) T(x,y, z) T (x,£ — y, 2x +y -— z) 


Ex. 8.90 Considere o operador linear em R? tal que 


T(1,0,0) = (1,1,1), T(0,0,1)= (1,0,1), F(0,1,2) = (0,0,4). 


Pergunta-se: T é um isomorfismo? Em caso afirmativo, obtenha o isomorfismo 
inverso. 


Ex. 8.91 Verifique, em cada um dos itens abaixo, se os espaços vetoriais U e V 
são isomorfos, justificando a resposta. 


1. U =R, V = {(x,y,z) € R; z = 0}. 


2. U = Məx3, V = {p € PAR); p'(t) =0,Vt € R}. 


3. U =R, V = {A € Mz; A! = A}. 


4. E SEL R}, V= (pe PAR) = 0, e R}. 


Ex. 8.92 Considere T : R? > R? dada por T (x,y) = (y, x), (x,y) € R?. 
Determine T” (x,y), em quen € N e (x,y) € R°. 


Ex. 8.93 Mostre que T, R, S € L(R?), dados por T (x,y) = (x, 2y), R(x,y) = 
(x,£ +y), S(x,y) = (0, 2), (x,y) € R? formam um subconjunto Li. em L(R?). 


Ex. 8.94 Sejam U,V, W espaços vetoriais, T € Z (U,V) e S € L(V, W) tais 
que N (T) = 1{0}e N (S) = {0} . Mostre que N (S o T) = {0}. 
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Ex. 8.95 Determinar as matrizes das seguintes transformações lineares em re- 
lação as bases canônicas dos respectivos espaços vetoriais. 


1. T:R? > R?, T(zx,y,2) = (£ +y,z), (x,y,z) € R3. 


2. T : Rf —> R, T(z,y,z,t) = 2z +y — z + 3t, (x,y,z, t) € RÊ. 


3. T : R —> RÌ, T(x) = (x, 2x, 3x), x € R. 


E, 


Determinar a matriz do operador linear T : M3 —> Ms dado por T(X) = 
MX — XM, X € Mo em relação à base canónica de Ma. 


Ex. 8.96 Considere 


Ex. 8.97 Seja T : R? => R? operador linear cuja matriz em relação à base 
B= eo 0), (1, 4)} 


à base canónica de R?. 


a 


[T]s = ( E ; ) . Determinar a matriz de T em relação 


Ex. 8.98 Seja T : PAR) > R transformação linear definida por 


1 
To= | d, pE PAR) 
Determine a matriz de T em relação as seguintes bases. 


a) B = {1,t,}, C = {1}. d)B=(1,1+t,1+t+t%), C= {-2}. 


Ex. 8.99 Se a matriz de um operador linear T : R? — R? em relação a base 
canónica é dada por 


ese S : R? —> R? é dado por S = I +T +2T?, determinar a matriz de S em 
relação à base canónica de Rê. Encontre também S(x,y, z), (1, y, 2) € R3. 
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Ex. 8.100 Seja T : 22(R) > PR) o operador linear dado por 
T(p(t)) =p(t) —p(1) pt) € PAR). 


Se B =41,t—1,(t-1)?) e C = [1,t,t*) encontrar |T] gc, [Tp e (To. 


Ex. 8.101 Seja B = ([e,,e2,e3) uma base de um espaço vetorial V. Se T,S : 
V > V são operadores lineares em V tais que 


T(e1) = 2e1 = 3ez + eg S (e1) = 3e1 + 2e9 
T (e2) = €1 T €2 S (e2) — €1 —€2 — €3 
T(es) = €a + €3 S(es) = €1 + €y — 2e3 


Determine as seguintes matrizes [T] g, [S] y, [S o T] y, [S° + 1] g e [T? — 5? p. 


Ex. 8.102 Sejam U =R3,V = R?, B = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) e C = 
((1,0), (0,1)) bases de U e V, respectivamente. Encontrar, em cada um dos 
itens abaixo, T € Z (U,V) tal que [T|p,c seja a matriz; 


DER EOR c) 10 5 —3 
al TER, 2 1-4 

Ex. 8.103 Sejam V espaço vetorial e T : V > V um operador linear idempo- 
tente, isto é, T? = T. Mostrar que V = N (T) 9 T(V). 


Ex. 8.104 Seja T : R? — R? o operador linear dado por 


T(z,y, z) = (3£,£ — y, 2r +y +2),  (2,y,2) E R°. 


Mostre que (T? — I)o (T — 3I) = 0. 


Capítulo 9 


Autovalores e Autovetores 


9.1 Definição, Exemplos e Propriedades 


(os um operador linear T € (V) e um subespaço U C V. Se a 
imagem de U por T for um subconjunto (na verdade é um subespaço vetorial) 
de U dizemos que U é um subespaço invariante por T, isto é, T(U) C U. Desta 
forma, a restrição de T ao subespaço U, denotada por Tjy, pertence a -2 (U). 
Como veremos no próximo capítulo, isto facilitará muitas vezes a compreensão 
de como age um operador linear, pois, sem dúvida, é mais simples estudá-lo em 
subespaços de dimensões mais baixas. 

É óbvio que os subespaços {0} e V são invariantes por qualquer T € Z(V). 
Vejamos o que é preciso acontecer para que exista um subespaço invariante de 
dimensão um. Obviamente precisamos que V 4 {0}. Como todo subespaço de 
dimensão um é gerado por um vetor não nulo, vemos que U = fu] C V, u £0é 
invariante por T se e somente se para todo a € R tivermos T(au) € [u], ou seja, 
se existir 5 € R tal que T(au) = Bu, que para a # 0 é equivalente a existir 8 
tal que T(u) = (8/a)u, para algum u 0. Isto sugere a seguinte definição: 


Definição 9.1 Sejam U um espaço vetorial e T € Z(U). Dizemos que um vetor 
não nulo u € U é um autovetor de T se existir A € R tal que T (u) = Au. 


Observação 9.2 Seu 0 é tal que T(u) = Au = uu então À = u. De fato, esta 


119 


120 CAPÍTULO 9. AUTOVALORES E AUTOVETORES 
igualdade implica que (A — pu = 0, ou seja, A— u = 0. 
Definição 9.3 Sejam U um espaço vetorial, Te Z(U) e u um autovetor de 


T. O número À tal que T(u) = Au é chamado de autovalor de T associado ao 
autovetor u. 


Definição 9.4 Sejam U um espaço vetorial, T € Z(U) e À um autovalor de T. 
Seja I : U => U a identidade. O subespaço vetorial 


V(A) = {u € U;¡T(u) = Au) = N (T — Al) 
é chamado de subespaço próprio do autovalor À, ou autoespaço associado a À. 


Se U tem dimensão finita, diremos que a dimensão de V(A) é a multiplicidade 
geométrica de A. 


Observação 9.5 Note que todo u € V(A), u £ 0, é um autovetor de T associado 
ao autovalor A. 


Observação 9.6 V(A) é um subespaço invariante por T, isto é, 
T(VO)) C VAA). 


Basta notar que seu € V(A) então T (u) = Mu € V(A). 


Ex. Resolvido 9.7 Seja T : R? => R? dada por T(x,y) = (y,4x). Encon- 
tre os autovalores de T, os respectivos subespacos próprios e a multiplicidade 
geométrica de cada autovalor. 


Resolução: A € R é um autovalor de T se e somente se existir (x, y) # (0,0) 
tal que T(x, y) = A(z, y), ou seja, se e somente se existir (x, y) 4 (0, 0) tal que 
(y, 4x) = (Ax, Ay). Isto equivale a que o sistema 


y— Az =0 
4x — Ay =0 
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possua uma solução não trivial. Isto acontece se e somente se o determinante da 


matriz 
=A 1 
4 —A 
for igual a zero. Como este determinante é A? — 4, vemos que os únicos autova- 
lores de T são À = —2 e À, = 2. Temos 


V(-2) = [(x, y) e R?; (y, 42) = —2(x, y)) 


Assim, a multiplicidade geométrica de —2 é um. 
Também, 


V(2) = [(x, y) € R?; (y, 42) = 2(x,y)) = ((2,9) € R?; 22 = y) = [(1, 2)]. 


Assim, a multiplicidade geométrica de 2 é um. 
Note que (1, —2) é um autovetor associado ao autovalor —2 e e (1,2) é um 
autovetor associado ao autovalor 2. 


Ex. Resolvido 9.8 Ainda com relação ao exercício anterior, encontre a matriz 
de T com relação à base (1, —2) e (1,2) formada pelos autovetores de T. 


Resolução: Temos 


TA). = 24) = (1-2) + 01,2) 
T(12 = (24) = 0(1,-2) + 2(1,2) ` 


Logo, a matriz de T' com relação a esta base é a matriz diagonal 
—2 0 
0 2)' 


Ex. Resolvido 9.9 Faça o mesmo que se pede no exercício|9.7|para a transfor- 
mação T(x, y) = (—y, 2). 
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Resolução: À € R é um autovalor de T se e somente se existir (x,y) # (0, 0) 
tal que T(x, y) = A(z, y), ou seja, se e somente se existir (x, y) 4 (0, 0) tal que 
(—y, x) = (Az, Ay). Isto equivale a que o sistema 


Ac+y=0 
z—)Ay=0 


possua uma solução não trivial. Isto acontece se e somente se o determinante da 


matriz 
A 1 
1 A 


for igual a zero. Como este determinante é —A2 — 1 < 0, vemos que não existem 
autovalores associados à transformação T. 


Ex. Resolvido 9.10 Seja T : FaR) > PR) dada por T(p(x)) = p'(x). 
Verifique que O é o único autovalor desta transformação. Encontre V (0). 


Resolução: Note que À € R é um autovalor de T se e somente se existir p(x) 4 0 
tal que p'(x) = Ap(x). Se À # 0 esta equação só é verdadeira para o polinômio 
nulo, posto que para qualquer outro polinômio os graus de p'(x) e Ap(x) são 
distintos. Desta forma, A Æ 0 não é autovalor de T. 

Agora, se À = 0, então p'(x) = 0 apresenta como solução todos os po- 
linômios constantes. Logo, A = 0 é um autovalor associado, por exemplo, ao 
autovetor p(x) = 1. 

Quanto a V(0), basta ver que V(0) = MY (T) = [1], isto é, o subespaço 
gerado pelo polinômio 1. 


Ex. Resolvido 9.11 Seja T : R? — R? dada por T(x,y,2) = (x,y, £). Encon- 
tre os autovalores de T, os respectivos subespaços próprios e a multiplicidade 
geométrica de cada autovalor. 
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Resolução: Veja que A € R é um autovalor de T se e somente se existir (x, y, z) Æ 
(0,0,0) tal que T(x, y, 2) = A(x,y, z), isto é, se e somente se existir (x, y, 2) Æ 
(0, 0,0) tal que (x,y, £) = (Az, Ay, Az). Isto equivale a que o sistema 


(1-Ajx=0 
(1-Ay=0 
A=x=0 


possua uma solução não trivial. Isto acontece se e somente se o determinante da 
matriz 


L=AXA 0 0 
0 1-1 0 
—1 0 A 


for igual a zero. Como este determinante é A(1 — A)?, vemos que os únicos 
autovalores de T são A, = 0e A, = 1. 
Quanto aos subespaços próprios, temos 


V(0) = {(x,y, z) € RŽ; (x,y, £) = (0, 0, 0)) Fê [(0,0, 131. 


Assim, a multiplicidade geométrica de O é um. 


V(1) = ([(x,y, 2) ER”; (2, y, 2) =(2,y,2)) = ((7,9,2) € R'e = 2} 


= [(0,1,0), (1,0,1)]. 


Assim, a multiplicidade geométrica de 1 é dois. 


Proposição 9.12 Sejam U um espaço vetorial de dimensão finita e Tem Z(U). 


Suponha que T possua autovetores ui, ..., Un associados a autovalores Ay, ..., 
An, respectivamente. Se À; £ Aj, quando i + j então us, ..., Un são linearmente 
independentes. 


Prova: A prova será por indução sobre o número de autovalores. Se n = 1 não 
há nada a demonstrar pois como u = 0, ele é linearmente independente. 


124 CAPÍTULO 9. AUTOVALORES E AUTOVETORES 


Vejamos agora o caso n = 2. Se q1u1 + asus = O então 
T(oyu + Qozu) = aT (uy) + œT (us) = 01 Àu + 09 Agua =0. 


Portanto, as(A» — AsJus = 0 e, como us £ 0 e A Æ Az, resulta que ao = 0. 
Daí, œu; = 0 e, como u; Æ 0, temos a; = 0. Portanto, uy e uz são linearmente 
independentes. 

Suponhamos, como hipótese de indução, que n — 1 autovetores de uma trans- 
formação linear associados a n — 1 autovalores dois a dois distintos sejam line- 
armente independentes. Devemos mostrar que o mesmo resultado vale para n 
autovetores associados a n autovalores dois a dois distintos. 

Se 

qu F- F Anun =0 


então 


T(om+ --+anun) = aT (u1) +: -+ anT (Un) = yu: H AnAnUn = 0. 


Portanto, 
Qal Az — Asus + + anlAn — Aun = 0 
e, como U2,- , Un São linearmente independentes segue que 
as (A > A1) =.. = An(An E A1) = 0. 

Mas como A; Æ Aj, para j = 2,...,n, temos a» e Qn 0. Daí, 
ou, = 0 e, como w Æ 0, temos ay = 0. Portanto, u1,..., Un são linearmente 
independentes. 

Sejam então u;,...,u, autovetores associados aos autovalores À1,..., An, 


dois a dois distintos. 


Proposição 9.13 Sejam U um espaço vetorial de dimensão finita e Tem Z(U). 
Suponha que T possua autovalores A,..., An, distintos. Então a soma dos su- 
bespaços próprios de T é direta, isto é, para cada j = 1,...,n, temos 


VADA (VA) E VAa) + VOy+41) +: +V(An)) = (0). 
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Prova: A prova será por indução sobre o número de autovalores. Primeiramente, 
mostremos que V(A1) N V(A2) = {0}. Fixe vel, ...,45) uma base de V(A) e 
vP, ... 05%) uma base de V(A2). Seu € V(A1) A V(A2) então 


u = ay Ei y aM uD = avi? +. pad (9.14) 


1 Mı ma “ma” 


Logo, T (u) é dado por 


a Ta) + + o TW) =a Tu ++ +0 Td), 
Ou seja, 

au ea aM Au) = a? Aquí? +e aP Avl. (9.15) 
Multiplicando a equação [9.14]por A, e subtraindo-a de[9.15] obtemos 


a (A — Mo? +... + a (A — Mu =0. 


Como vz, Us) é uma base de V(A2), temos 

aP (Az = A) =.. = al (Az = A1) =0 
e, como A; Æ Az, resulta que aP ne ab) 0. Segue-se de [9.14] que 
u=0. 


Suponhamos agora, por indução, que a soma de n — 1 espaços próprios de T 
referentes a n — 1 autovalores distintos seja direta. Precisamos mostrar que este 
resultado é válido quando T apresenta n autovalores distintos. 


Para cada j = 1,...,n selecione uma base B; de V(A;) constituída por 
vetores que denotaremos por vË ) TE v), Note que cada vË ) é um autovetor 


associado ao autovalor A; e que m; é a multiplicidade geométrica deste autovalor. 
Se 


u€ V(As;) N (VA) qe ta V(Aj-1) + V(Aj+1) qe ta V(A,)) ; 
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entáo 


u=0a 1D + o E vO) = aP +. Eae 


Um; 


ale DGD y PDD am. (9.16) 


mj-1 Um; m 


Assim, T (u) é dado por 
TA) + + a = a) TA) +++: 


Pesaro) a To a T) 


Um; 1 
isto é, 
+ au + Da au a Abd. (9.17) 


m 


Multiplicando a equação por A; e subtraindo-a de obtemos 


a (A — o pol (1) art le aG- I Ajaa — Aug D+ 


Mj—1 mi 


dE = Ajut” qe a (An = Apolo) =0 


Usando a nossa hipótese de indução e o fato que A; Æ As, a TA J 
obtemos a; = --.= a! 0 para todo à = 1,...,9 — Lj+l. ,n. Disto e 


Mi 


da equação 9. 16|resulta que u = 0. Como queríamos. 


9.2 Polinómio Característico 


Definição 9.18 Dada A € Maxn definimos o polinômio característico de A 
como sendo o determinante 


PALA) = det(A—AJ), 


em que I é a matriz identidade de ordem n. 
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Definição 9.19 Sejam A, B € Mnxn. Dizemos que A e B são semelhantes se 
existir M € Ma xn invertível tal que A = M?*BM. 


Ex. Resolvido 9.20 Prove que se A é semelhante a B entáo B é semelhante a 
A. 


Resolução: Existe M € Mn invertível tal que A = M7*BM. Segue que B = 
MAM”!. Tomando N = M”!, obtemos B = N-!AN, isto é, B é semelhante 
a A. 


Proposição 9.21 Se A, B € Ma xy são matrizes semelhantes então seus polinó- 
mios característicos são iguais. 


Prova: Temos 
pa(A) = det (A — AT) = det (MBM — AM ÍIM) 


= det(M (BM — AIM)) = det(M7*(B - ADM) 


1 

= det M”* det (B — AD det M = det (B — AD) det M = pg(A). 
det M 

E 

Lembre que se T € (U), em que U é um espaço vetorial de dimensão 


finita, e se Be C são bases de U então 
[Tl = ME[T]2MS = [M$] [T]8MS. 


Desta forma, Pirja (A) = Pirjo (A), ou seja, o polinômio característico da matriz 
de uma transformação linear independe da escolha da base. Podemos assim, 
sem causar ambiguidades, definir o polinômio característico do operador linear 
T como sendo 


pr(A) = Pirs (A), 


sendo B é uma base qualquer de U. 


128 CAPÍTULO 9. AUTOVALORES E AUTOVETORES 


Ex. Resolvido 9.22 Seja T : R? —> R? dada por 


T(x,y) = (ax + by, cx + dy). 


Encontre pr(A). 


Resolução: Usaremos a base canônica, C, de R?. Como T(1,0) = (a,c) e 
T(0, 1) = (b, d), vemos que 


Assim, 


Proposição 9.23 Sejam U um espaço vetorial de dimensão finita e Tem Z(U). 
Então, À é um autovalor de T se e somente se pr(A) = 0. Em outras, palavras, 
os autovalores de T são as raízes reais de seu polinômio característico. 


Prova: Fixe B uma base de U. 

Suponha que À seja um autovalor de T. Então existe u 4 0 tal que T(u) = 
Au, ou seja, (T — AI) (u) = 0. Desta forma, vemos que a transformação linear 
T — AI : U SU não é injetora e, consequentemente, não é um isomorfismo. 
Disto resulta que [T — AI]g não é invertível, ou equivalentemente, pr(A) = 
det [T — AI] g = 0. 

Reciprocamente, se pr(A) = 0 então a matriz [T — AI] g tem determinante 
nulo. Isto implica que a transformação T — AI : U > U não é um isomorfismo 
e, portanto, não é injetora. Logo, existe u Æ 0 tal que (T — AI) (u) = 0. Portanto, 
T(u) = àu, u 0, isto é, À é um autovalor de T. 

E 
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Exercício 9.24 Refaça os exercícios resolvidos[9.7] e tendo como 


base a proposição anterior. 


Definição 9.25 Sejam U um espaço vetorial de dimensão finita e T € L(U). 
Se À é um autovalor de T, definimos a multiplicidade algébrica de À como sendo 
a multiplicidade de A como raiz do polinômio característico de T. 


Proposição 9.26 Sejam U um espaço vetorial de dimensão finitae Tem Z(U). 
Se A, é um autovalor de T então a sua multiplicidade geométrica não excede a 
sua multiplicidade algébrica. 


Prova: Seja n a dimensão de U. Denotemos por m e r as multiplicidades algé- 
brica e geométrica de A,, respectivamente. 

Como dim V(A,) = r, existem w,...,u, € V(A,) linearmente independen- 
tes. Completando estes vetores a uma base de U, vemos que a matriz de T' com 
relação a esta base é da forma 


A, jan 0 
OD sas 0 
: . : Arx(n=r) 
O -.. Ao 
rxr 
On-r)xr Bio ela) 


nxn 

vemos que o fator (A — ào)” aparece na fatoração do polinômio pr (A). Por outro 
lado, como a multiplicidade algébrica de A, é m, obtemos r < m. 

E 


Ex. Resolvido 9.27 Seja T : R? —> R? dada por 


T(x,y) = (ax + by, cx + dy). 
Analise quando esta transformação possui autovalores e o número deles. 
Resolução: Sabemos do exercício resolvido que 


pr(à) = à? — (a + d)A+ad — be. 
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Pela proposigáo temos que À é um autovalor de T se e somente se pr (A) = 
0, isto é, se e somente se 


X-(ardA+rad-be=0 


e esta equação possui solução (real) se e somente se (a + d)? — 4(ad — be) > 0. 
Quando (a + d)? = 4(ad — bc) vemos que T apresenta somente um autovalor, 
dado por (a+d) /2; quando (a+d)?—4(ad—be) > 0, T apresenta dois autovalores 
distintos dados por 


a+ d+ y (a +d)? — 4(ad — be) E a+d-— /(a+ d}? — 4(ad — be) 
2 2 


Ex. Resolvido 9.28 Sejam p(t) = ao + ::* + Amt” um polinômio e A € M,. 
Defina p(A) = aoln +:** + am A”, em que Í, é a matriz identidade de ordem 
n. Mostre que se A é semelhante a B então p(A) é semelhante a p(B). 


Resolução: Existe M € M, invertível tal que A = M-!BM. Desta forma, 
A? = MIBMM-IBM = M-!BºM e, indutivamente, 4 = M-!BIM, 
jEN. 

Assim, 


p(A) = aoln +: + amA” = aoM“, M +--+ +amM`!B®”M = 


= M! (aoln +- -< + amB”)M = M™'p(B)M. 


Ex. Resolvido 9.29 Sejam p(t) = ay +- - + amt™ um polinômio e T € Z (U). 
Definimos p(T) = aol +- - -+ amT” , em que I é a identidade de U. Se B é uma 
base de U mostre que [p(T)lp = p([T] 6). 


Resolução: Pelas proposições e temos que 


p(T)]s = [ao] +--+ + amT™]pB = ao|I]B +-+- + am|T]g = p(|T]B). 
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9.3 Exercícios 


Ex. 9.30 Encontrar os autovalores e autovetores de T € L(V) nos seguintes 
casos: 


a) V = R°, T(x, y) = (2 + y, 2 — y). 
b) V = R3, T(1,0,0) = (2,0,0), T(0,1,0) = (2,1,2), T(0,0,1) = (3,2,1). 
31.00 
y 00510 0 l A 3 
c) V = Rt e |[T]g = 0040 , em que B é base canónica de R. 
0.003 


Ex. 9.31 

a) Seja A € M,, uma matriz triangular, isto é, A = (aij) com aij = 0, sempre 
que i > j (ou sempre que 1 < j). Qual o polinômio característico de A? 

b) Sejam A,B € M,, matrizes triangulares com a mesma diagonal principal. 
Existe alguma relação entre seus polinômios característicos? Qual? 

c) Mostre que se À é autovalor de T € Z (V) então X” é autovalor de T”. 

d) Mostre que se p = p(t) é um polinômio e À é autovalor de T € Z (V) 
então p(A) é autovalor de p(T), em que p(T) = al + aiT + --- + anT”, com 
p(t) = ao + ait +- + ant”. 
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Capítulo 10 
Diagonalização 


10.1 Definição e Caracterização 


S Ejam U um espaço vetorial de dimensão finita e T € -X (U). Dizemos que T 
é diagonalizável se existir uma base de U formada por autovetores de T. 


Note que se T € Z (U) é diagonalizável e se u1,..., Un formam uma base B 
de U formada por autovetores de T' associados, respectivamente, aos autovalores 
Ài,- --, An, então a matriz de T com relação a esta base é 

A` 0> 0 

0O às 0 
is í L O ge do? 

0 O ls A 


ou seja, [7] g é uma matriz diagonal, isto é, uma matriz quadrada (a;;) tal que 
Qij = O se 2 + J. 

Reciprocamente, se existir uma base C = {v1,..., Un} de U com relação a 
qual a matriz de T € L(U) é diagonal, isto é, todos os seus coeficientes fora da 
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diagonal principal são nulos, então T é diagonalizável. De fato, se 


un 0> 0 
O uz = 0 
Tc = E do d E 
O 0O > Hn 


então, pela própria definição de matriz de uma transformação linear, vemos que 
T(v) = tvi, T (Un) = Hnn, OU seja, a base C é formada por autovetores 
de T. Resumiremos este fato no seguinte 


Teorema 10.1 Sejam U um espaço vetorial de dimensão finita e T € Z (U). 
Então T é diagonalizável se e somente se existir uma base de U com relação a 
qual a matriz de T é diagonal. 


Note que se T € .2(U) é diagonalizável então existe uma base B formada 
por autovetores de T' com relação a qual a matriz de T é diagonal. Se C é uma 
outra base de U sabemos que [7]; = (MB) *[T]¿MÉ. Esta última igualdade 
nos sugere a seguinte 


Definição 10.2 Dizemos que uma matriz A € M,xn é diagonalizável se existir 
M € Mnxn invertível tal que M'AM seja uma matriz diagonal. 


Proposição 10.3 Sejam U um espaço vetorial de dimensão finita, T € Z (U) e 
C uma base qualquer de U. Então T é diagonalizável se e somente se a matriz 
[T]c for diagonalizável. 


Prova: Já vimos que se T for diagonalizável então [7] ¿ é uma matriz diagona- 
lizável. 

Reciprocamente, suponha que |[T]c seja diagonalizável. Assim, existe M = 
(aij) € Mnxn invertível tal que M-HT]oM é uma matriz diagonal. Se w,..., 
Um São os vetores da base C então, colocando vj = ajui +- + AnjUn, VEMOS 
que v1,..., Un formam uma base B de U pois M é invertível. Além do mais, 
M = ME . De fato, para ver que v1,...,U, formam uma base, note que as 
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coordenadas de v; com relação à base C são dadas por 


Qij 
(v;)c E : > 


Anj 


ou seja, coincidem com a j-ésima coluna da matriz [T']c. 

Note que as colunas de uma matriz invertível são linearmente independentes 
(pensadas como matrizes colunas) pois, caso contrário, seu determinante seria 
Zero. 

Agora, como 


0101 +: +00, = 06 a(vi)c+:--+anlun)c=0 


temos q, = +++ = an = 0. Isto mostra que os vetores v; formam uma base. 
Uma demonstração alternativa é como segue. Coloque E; como sendo a 
matriz coluna n x 1 cujo j-ésima linha vale 1 e as demais 0. Assim, 


0 = ar(vi)e +: +antin)o = a1lT lc Er ++: +an[Tlc En 


01 
= Mola E, +:+*+0nEn)= Mol : |, 
On 
isto é, 
Qı 0 
Mel: |= 
On 0 


Como [Tc é invertível, multiplicando ambos os lados por [T]¿* chegamos a 


136 CAPÍTULO 10. DIAGONALIZAÇÃO 


Finalmente, 
[T]s = (M$) *T]cM¿ = M[T]oM 


é diagonal, isto é, T' é diagonalizável. 
A 


Observacáo 10.4 Note que pelo teorema acima, para verificar se um operador é 
diagonalizável, basta verificar se a matriz de T' com relagáo a uma base qualquer 
de U é diagonalizável. 


Suponha que A = (aij) € Mnxn Seja diagonalizável. Vejamos como pode- 
mos encontrar uma matriz M invertível de modo que M7*+AM seja uma matriz 
diagonal. Considere T € Z(R”) dado por 


n 


n 
T(z, ara Ma) = > Qijtj, raSi ` anjTj). 
j=1 


j=1 


Se C é a base canónica de R” então [T|c = A e pela proposição T é dia- 
gonalizável. Seja B uma base de R” formada por autovetores de T. Lembrando 
que C é a base canónica, vemos que M = M$ é a matriz cuja j-ésima coluna é 
formada pelas coordenadas do j-ésimo autovetor da base B. Como [Tp é uma 
matriz diagonal e 


[Ts = (M$) "[TlcMo =M" AM 
vemos que M resolve o nosso problema. 


Observação 10.5 Note que se T for diagonalizável, o seu polinômio caracterís- 
tico é da forma 


pr(A) = (A — A): (An — A), 


com os números reais A¡,..., An são todos os autovalores de T. 


Teorema 10.6 Sejam U um espaço vetorial de dimensão finita e T € Z(U). 
Então, T é diagonalizável se e somente se os seus autovalores, dois a dois dis- 
tintos, Az,..., An, n < dim U, forem tais que 


U=V(A1) 0 --- OVA). 
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Prova: Se 
U=V(A)0--:OV(A,) 


então podemos formar uma base B de U formada por bases B; de V(A;), j = 
1,...,n. Como cada elemento de B; é um autovetor de T’, segue por definição 
que T é diagonalizável. 

Reciprocamente, se T for diagonalizável existe uma base B de U formada 
por autovetores de T. Como cada autovetor está associado a algum autovalor de 
T, vemos que cada elemento de B está contido em algum V (A). Desta forma, a 
soma de todos os subespaços próprios de T contém B e, portanto, é o próprio U. 
Pelo teorema 9. 13Jesta soma é direta, ou seja, 


V=VA)O-- OVA). 
E 


Exemplo 10.7 As transformação do exercício resolvido[9.7]é diagonalizável. Já 
a transformação do não é pois possui apenas dois autoespaços cuja soma 
não é R$, isto é, 


V(0) 9 V(1) = [(0,0, 1), (1,0,1)] £ Ré. 


Também não é diagonalizável a transformação do exercício resolvido pois 
não possui autovetores. Quanto a transformação do [9.70] vemos que também 
não é diagonalizável se n > 1, pois todo autovetor de T pertence a V (0), que é 
unidimensional, e dim P(R)=n+1>2. 


Vejamos como é possível decidir sobre a diagonalizagáo de um operador li- 
near a partir das multiplicidades algébrica e geométrica de seus autovalores. 

Sejam U um espaço vetorial de dimensão me T € Z(U). 

Sejam A1,..., A, os autovalores de T', dois a dois distintos. Assim, o polinó- 
mio característico de T’ é dado por 


pr(A) = (A = A)" +++ (An = AJA), (10.8) 


em que m; é a multiplicidade algébrica de A; e g(A) é um polinômio que não 
tem raízes reais. 
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Se denotarmos por r; a multiplicidade geométrica de A;, isto é, rj é igual a 
dim V(A;) então, pelo teorema [10.6] T' é diagonalizável se e somente se m = 
rı +- + rn. Por este mesmo teorema, T é diagonalizável se e somente se U 
possuir uma base formada pela reunião das bases dos espaços próprios de T, 
visto que isto é equivalente a dizer que a soma destes subespaços é direta. Por 
sua vez, a existência de uma tal base é equivalente que T apresente uma matriz 
na forma 


riXr1 


Tn XTn mxm 


Desta forma, se T é diagonalizável então o seu polinômio característico é 
dado por 


pr(A) = (A — A) ++ (An — A), (10.9) 
em que r; é a multiplicidade geométrica de A;, j = 1,...,n. Comparando com 
110.8[vemos quem; = rj, j =1,...,n,q(A) =1eri+---+1,=m. 

Reciprocamente, suponha que m; = rj, j = 1,...,n e ri +-:**+7Tp =m. 


Como a multiplicidade algébrica de cada autovalor iguala a sua multiplicidade 
geométrica cada espaço próprio V(A;) possui uma base B, com m; elementos. 
Como Mi + +++ + Mp = rı +- +Tra = m segue de [10.8] que o grau de 
g(A) é zero e que a reunião das bases B; forma uma base de U (lembre que a 
soma de espaços próprios é direta) constituída por autovetores de T’. Assim, T é 
diagonalizável. Provamos assim, o seguinte 


Teorema 10.10 Sejam U um espaço vetorial de dimensão finita e T € L(U). 
Então T é diagonalizável se e somente se ambas condições forem verificadas 


1. para cada autovalor de T as suas multiplicidades algébrica e geométrica 
são iguais; 
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2. asoma das multiplicidades geométricas de todos os autovalores de T coin- 
cide com a dimensão de U. 
Corolário 10.11 Sejam U um espaço vetorial de dimensão ne T € Z(U). Se 
pr(A) = (1 — A): (An — A), 


em que A,...,An E R são distintos entre si então T é diagonalizável. 


Prova: Como os autovalores de 7' são dois a dois distintos, vê-se que as raízes 
de pr(A), são todas simples, isto é, têm multiplicidade um. Desta forma, se À é 
um autovalor de T então a sua multiplicidade algébrica é um. Pela proposição 
a multiplicidade geométrica de À é menor do que ou igual a um. Como 
dimV(A) > 1, segue-se que a multiplicidade geométrica de A é um, ou seja, 
igual à sua multiplicidade algébrica. 

E 


Ex. Resolvido 10.12 Verifique se T : R? => R? dada por 


T(x,y,z) = (2+2,y+2,1+y+22) 
é diagonalizável. 


Resolução: Com relação à base canónica, a matriz de T é dada por 


101 
011 
113 
Assim, 
1-A 0 1 
pr(A) = det 0 1-A 1 
1 1 2— À 


SALSA AA) = 1 PIA) 
= (1- 0-34) =A(1— AA— 3). 


Desta forma, vemos que pr (A) apresenta todas as raízes reais e simples e, pelo 
corolário|10.11| segue-se que T é diagonalizável. 
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Ex. Resolvido 10.13 Encontre uma base de autovetores para o operador do 
exercício anterior. Encontre também a matriz de T' com relacáo a esta base. 


Resolução: autovalor 0: Precisamos encontrar (x, y, z) não nulo tal que 


T(x, y, z) = (0,0,0). 


Temos 
+z=0 
= 
y+z=0 => T=Y=-2Z, 
+y+2z2=0 
xr+y+2z=0 


assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor 0, o vetor u = 
(1,1, —1). 

autovalor 1: Neste casos precisamos encontrar (x,y,z) não nulo tal que 
T(x,y,2) = (x,y,z). Temos 


assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor 1, o vetor v = 
(1, —1,0). 
autovalor 3: Agora precisamos encontrar (x,y,z) 4 (0, 0, 0) satisfazendo 


T(z, y, z) = (3x, 3y, 32). 


Temos 
DA = 3r 
y +z = 3y == z = 2r = 2, 
x+y +2 = 32 


assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor 3, o vetor w = 
(1,1,2). 
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É claro que a matriz de T com relação à base formada por u, v e w é dada 
por 


00 0 
010 
0 03 


Ex. Resolvido 10.14 Seja T : R? — R? cuja matriz com relação a alguma base 


é dada por 
ab 
A= (; J 


Resolução: O polinômio característico de T é dado por 


Mostre que T diagonalizável. 


pr(A) = X — (a + cjA+ ac — b’. 


Vemos que pr(A) apresenta duas raízes reais simples, isto é, com multiplicidade 
um, se e somente se o discriminante (a + c)? — 4(ac — b°) for positivo. Assim, 


(a + 0)? — 4(ac — b’) = a? + e? — Lac + 4b? = (a — e)? + 4b? > 0 


se e somente se a 4 c ou b Æ 0. Vemos assim que, sea 4 c ou b Æ 0 as multi- 
plicidades algébrica e geométrica de cada um dos autovalores de T (as raízes de 
pr(A)) coincidem e, portanto, T é diagonalizável. 

Se a = c e b = (então vê-se claramente que T é diagonalizável pois, neste 
caso, A é diagonal. 


Ex. Resolvido 10.15 Verifique se T : LAR) > P2(R) dado por 


T(p(t)) = p” (t) — 2p'(t) + p(t) 


é diagonalizável. 
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Resolução: A matriz de T com relação à base canónica é dada por 


1-2 2 
A=|0 1 -4 
0 0 1 
Assim, Pr(A) = (1 — A)? e, desta forma, 1 é o único autovalor de T. Como pelo 
teorema[10.10|7 é diagonalizável se e somente se dim V (1) = 3, vejamos qual 
é a dimensão deste subespaço próprio. 


0 —2 2 T£ 0 
pt) =r+yt+z2 Ee V1) |0 0 -4| [y] =]0 
0 0 0 z 0 


4> y = z = 0 =p =T. 


Portanto, V (1) = [1] e T não é diagonalizável. 


Ex. Resolvido 10.16 Verifique se T : R* — R* dada por 


Tiagat) = (1 + y, y, 22 +t,22 +1) 
é diagonalizável. Encontre também os espaços próprios de T. 


Resolução: A matriz de T com relação à base canônica é dada por 


N NO O 
Roo 


e o seu polinómio característico é 


1=A 1 0 


o 
Ha 
| 
> 
© 
o 


= (1-1 (Q-A)(1— A) — 2) 


© 
© 
N 
| 
> 
Ha 
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= (1- AP (A? — 34) = AA 3)(1 — A, 
(i) autovalor O: 


(x, y, 2,t) € V(0) = (1 +y,Yy,22 +t,2z + t) = (0,0, 0,0) 


r+y=0 
=0 
=> y 
22+t=0 
22+t=0 


fr > 0 
=> É E = dat) = z(0,0, 1, —2). 
== 2z 


Logo, V (0) = [(0,0,1, —2)]. 
(ii) autovalor 3: 


(x, y, 2,t) € V (3) => (x + y, y, 22 +t, 2z +t) = (3x, 3y, 3z, 3t) 


xz +yY= 3r 

< <= <=> (x,y, => AD 0 1,1). 
22+t=32 t=zZ 
22+t=3t 


Logo, V(3) = [(0, 0, 1, 1)]. 
(iii) autovalor 1: 


(1,y, 2,1) EVO) = (1+y,y,22 + t,2z +t) = (x,y, 2, t) 


I+Y=L 
y=y o 
4> y = z = t = HN AL O 0) 
2z+t=z 
2z+t=t 


Logo, V (1) = [(1, 0, 0, 0)]. 


Como a multiplicidade algébrica do autovalor 1 é dois e a sua multiplicidade 
geométrica é um, vemos que T não é diagonalizável. 
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Ex. Resolvido 10.17 Ainda com relação ao operador do exercício anterior, en- 
contre a matriz de T com relação à base B formada pelos vetores 


u = (0,0,1, —2),v = (0,0,1.1),4=(1,0,0,0) € p= (0,1,0,0). 
Resolução: Já sabemos que T (u) = 0, T(v) = 3v e T(w) = w. Agora, como 


T(p) = T(0, 1,0,0) = (1,1,0,0) =w +p, 


vemos que 
0000 
0300 
Me=l0 011 
0001 


Ex. Resolvido 10.18 Seja T € Z(U) um operador diagonalizável com au- 
tovetores A,..., An, sendo n = dimU. Dados x,,...,%, E€ R, denote por 
D(t1,...,Tn) = (aij) a matriz diagonal tal que a; = xi. 

Seja p(t) = ao + at +++ + ant” um polinômio. Sejam B uma base de 
autovalores de U tal que |T] = D(M,...,An) e C uma base de U. Mostre que 
[p(D)lc é semelhante a D(p(A1),..., p(An)). 


Resolução: Como [T|c = (M$) *[T] ¿ M$ temos pelo exercícios resolvidos 


D.28]e P.29]que [p(T)le = (ME) P(T) MS. Mas 
[o(s = [ao] + aT +-:--+amT"]p = aoln + a1[T]s +: +am[T 1% 
=a4D(1,...,1)+41DO4,...,An) ++": +amD(Ar,-.., An)” 
=0a0D(1,...,1)+01D(A1,..., An) +": +HamD(A,..., Af) 
= D(ao, A , ao) + D(ajAr, aa 01 An) + ee + DiamAl, sã amA) 


= D(ao + ardı +: F AamAT, -a0 + mA +++ amàn) 
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Ex. Resolvido 10.19 Seja T € .2(U) um operador diagonalizável. Mostre que 


pr(T) =0. 

Resolução: Seja B uma base de U tal que [T]g = D(A1,...,An), em que 
A1,..., An São os autovalores de T. Segue da resolução do exercício anterior 
que 


l[pr(T)]s = Dlpr(A1), ---,P(An)) = D(0,...,0)=0, 
pois pr(A;) = 0, j = 1,...,n. Assim, pr(T) = 0. 


Observação 10.20 Pode-se mostrar que mesmo que T € L (U) não seja diago- 
nalizável vale pr(T) = 0. 


10.2 Exercícios 


Ex. 10.21 Determinar M € Mū, se existir, de modo que MT!ŻAM seja uma 
matriz diagonal nos seguintes casos: 


D4=(3 13) na=(3 7) 


Ex. 10.22 Verificar, em cada um dos itens abaixo, se o operador T € Z (R?) 
dado pela sua matriz com relação à base canônica é diagonalizável. 


Ro, 100 
gies 24 => b) [Tje=| m2 0 
2 2 —3 n 0 2 


Ex. 10.23 Verificar em cada um dos itens abaixo se o operador T € Z (R$) 
dado pela sua matriz com relação à base canônica é diagonalizável. 


=1 4 -2 =2 1 1 1 1 
A o =2 22 1 1 Ll: 
a) [Tc = 2 2 1 4 b) Te = 1-1 1 -1 
2 2 4/1 1 —1 —1 1 


146 CAPÍTULO 10. DIAGONALIZAÇÃO 


Capítulo 11 


Forma Canónica de Jordan 


11.1 Introdução e Exemplos 


Cos vimos, nem todo operador linear é diagonalizável. No entanto, se T € 
Z (U), em que U é um espaço vetorial de dimensão finita, existe uma base com 
relação a qual, a matriz de T é próxima de uma matriz diagonal. A seguir 
daremos uma pequena descrição de como é a forma desta matriz, mas antes 
precisamos de algumas notações. 


Seja pr (A) o polinômio característico de T. A primeira observação a ser feita 
é que pr(A) se fatora como 


pra) = (Ou = Y A JA = 1)? + ADP + (A oa)? YO 


com À, Æ As, e (ar, Br) + (Qs, Bs) ser Æ s, B1,...,Bx > 0. Note que cada 
a, + ib, é uma raiz complexa de pr(A). Note também que my + -+ + ma + 
2p1 + ---2p; = dim U. 

Se A € R é um autovalor de T, denotaremos por J(A;r) a matriz quadrada 
de ordem r com todos os elementos da diagonal principal iguais a À e todos os 
elementos logo acima desta, iguais a 1, ou seja, 
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A 10 0 
0 A. dd 0 
0 0 0 A 
rxr 
100 0 OL 0: a. 0 
0 1 0 0 0 0 1 0 
=1|0 01 ol 41/00 Dl == 
0.0.0 1 000.. 0 


rxr 


em que / é a matriz identidade de ordem r e 


010 0 
0 0 1 0 
N=|0 00 0 
00 0 0 


2 


rxr 


Note que N” é a matriz nula, isto é, N é uma matriz nilpotente. 


Se a + if é uma raiz complexa de pr(A) e r é um número par, definimos 


a 6B 1 0 0 0 
-b a 0 1 0 0 
0 0 a B 0 0 
0 0 -l a 0 0 
R(a, p;r)= | iPod: po 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 a B 
0 0 0 0 -6 a 
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Se B;,..., By são matrizes quadradas, não necessariamente de ordens iguais, 
definimos diag (B1,..., By) como sendo a matriz quadrada de ordem igual à 
soma das ordens de B,,..., Bg dada por 

B 0 -> 0 
0 Bx- 0 
0 0 Bk 


por exemplo, se 


T n 
B¡=|0 2 1|, B2= 
0.02 0 0 3 4 
0 0 —4 3 
entáo 
2 10 0 0 00 
02 1 0 0 00 
002 0 0 0 0 
diag (Bı, B)=10 00 3 4 1 0 
0 0 0 —4 3 0 1 
000 0 0 3 4 
000 0 0 —4 3 


Teorema 11.1 (Forma Canónica de Jordan) Seja U um espaco vetorial de di- 
mensão finita. Seja T € Z(U) cujo polinômio característico é dado por 


pr(A) = (Ar = AY +++ (An — YA — a1)? BD ((A — ax)? + B)” 


em que À, £ As, (Qr, Br) A (Qs, Ps) ser A s, e Br > 0. Então existe uma base 
de U com relação a qual a matriz de T é da forma 


NO AS, Rs es), (11.2) 


em que J,,..., Jp são da forma J(X;r) para algumr ENeX ElA,...,Anje 
Ri,..., Ry são da forma R(a, p; s) para algum s € N e (a, B) € [(ar1, Br),..., 
(ak, Br). 
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Observacáo 11.3 A matriz é única a menos de permutações dos seus blo- 
cos que compóem a sua diagonal. 


Observação 11.4 Se À é um autovalor de T então a soma das ordens dos blocos 
J(A; s) é igual à multiplicidade algébrica de A. 


Observação 11.5 Se a + ib, 8 > 0, é uma raiz complexa de pr(A) então a 
soma das ordens dos blocos Ría, 8; s) é igual ao dobro da multiplicidade da 
raiz a + 15. 


Observação 11.6 Se À é um autovalor de T com multiplicidade geométrica r 
então existem r blocos J(A; s) associados ao autovalor À. 


Observação 11.7 Suponha que 
pr) = (Qu A — 


em que À; + àj, sei + j. Se mj também é multiplicidade geométrica de A; 
então o teorema de Jordan diz simplesmente que T é diagonalizável. 


Observação 11.8 O teorema de Jordan diz que a matriz de um operador T com 
relação a uma base arbitrária é semelhante a uma matriz da forma 


Ex. Resolvido 11.9 Encontre as possíveis matrizes na forma canônica de Jor- 
dan de um operador cujo polinômio característico é dado por pr(A) = (2 — 


MIA. 


Resolução: Note que T apresenta apenas os autovalores 2 e 1. 
Como as multiplicidades algébricas e geométrica do autovalor 1 são iguais a 
um, vemos que o único bloco correspondente a este autovalor é J(1; 1) = (1). 
Com relação ao autovalor 2, a sua multiplicidade algébrica é três. Se sua 
multiplicidade geométrica for três então existem três blocos associados a este 
autovalor e todos eles são iguais a (2). Neste caso, a matriz da forma canônica 
de Jordan para este operador é 


Oo oo ohe 
SO ONO 
O No o 
NOOO 
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Se a multiplicidade geométrica do autovalor 2 for dois, então existem dois 
blocos correspondentes a este autovalor que são da forma 


mj- Jea- (o ae 


Assim, a matriz da forma canônica de Jordan para este operador é 


1000 
O 210 
0020 
0002 


Se a multiplicidade geométrica do autovalor 2 for um, então existe um bloco 
correspondente a este autovalor que é 


A 
J(2,3)=|0 2 1 
002 


Assim, a matriz da forma canônica de Jordan para este operador é 


1000 
0210 
0021 
0002 


Ex. Resolvido 11.10 Encontre as possíveis matrizes na forma canónica de Jor- 
dan de um operador cujo polinómio característico é dado por pr(A) = (1 — 
APA’). 


Utilizando a notação do teorema]1 1. 1[temos Ay = 1, œ = 0 e 8 = 2. Como 0 + i2 
tem multiplicidade um (como raiz de pr(A)), existe apenas um bloco da forma 


R(0,2:2) = de o) | 


152 CAPÍTULO 11. FORMA CANÓNICA DE JORDAN 


Se a multiplicidade geométrica do autovalor 1 for dois entáo existem apenas 
dois blocos associados a este autovalor e sáo iguais a (1). Neste caso, a matriz 
da forma canónica de Jordan para este operador é 


10 0 10 
01 0 0 
00 0 2 
0 0 —2 0 


Se a multiplicidade geométrica do autovalor 1 for um então existe apenas um 
bloco de ordem dois associado a este autovalor que é dado por 


J(1:2) = (o 1) 


Neste caso, a matriz da forma canônica de Jordan para este operador é 


11 0 0 
01 0 0 
00 0 2 
0 0 -2 0 


Ex. Resolvido 11.11 Encontre uma base de Rt com relação a qual a matriz da 
transformação 


T(x,y,2,t) =(20+y+2+t,2y-2—t,32 —t,4t) 


está na forma canónica de Jordan. 


Resolução: Com relação à base canónica de Rt, a matriz de T é dada por 


2 1 1 1 
0 2 —1 -1 
00 3 =1 
00 0 4 


O polinômio característico de T é pr(A) = (3 — à) (4 — A) (2 — A)?. Desta forma 
vemos que dim V (3) = dim V (4) = 1. E simples ver que 


V(3)=[(0,1,-1,0)) e V(4)=[(0,0,1,-1)). 
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Vejamos qual a dimensão de V (2). Temos que (x,y, z,t) € V(2) se e somente 
se 


01 1 11 fz 0 
o 0 -1 -1|[y| lo 
00 =|lal Ao 
DO dO. 2 t 0 


ou seja, (x, y,z,t) = x(1,0,0,0). Assim, dimV(2) = 1 e T não é diagona- 
lizável. Sendo assim, a matriz de T na forma canónica de Jordan é da forma 


SS DO AN 
SON 
SS SOS 
ooo 


Note que se pusermos w = (1,0,0,0), us = (0,1,—1,0) e u4 = (0,0,1,—1) 
então para que u1, uz, uz, u4 seja a base procurada, o vetor uz deve satisfazer 
T(uz) = u1 + 2u2, ou seja, (T — 21)(u5) = u1. Desta forma, colocando u = 
(a,b, c, d), temos 


CKD Tra 1 
o-i 11]. [0 
00 O 1 a A Io 
DDD 2/+ Na 0 


cuja solução geral é da forma (a, 1,0,0). Podemos tomar, por exemplo, uz = 
(0, 1,0, 0) e isto nos fornecerá a base procurada. 
11.2 Exercícios 


Ex. 11.12 Se uma matriz de ordem 3 tem os autovalores 3, 3 e 3, quais são as 
possíveis formas canônicas de Jordan dessa matriz? 


Ex. 11.13 Se uma matriz de ordem 4 tem os autovalores 1, 2 e 3, quais são as 
possíveis formas canônicas de Jordan dessa matriz? 
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Capítulo 12 


Espacos Euclidianos 


12.1 Produto Interno 


Nos primeiros capítulos deste curso estudamos as propriedades mais básicas 
de um espaço vetorial. A introdução de conceitos como geradores e base fo- 
ram feitas a partir de combinações lineares que, por sua vez, envolvem apenas 
a adição de vetores e a multiplicação por escalares, dois objetos que estão pre- 
sentes na própria definição do espaço vetorial. Neste capítulo veremos tipos 
especiais de espaços vetoriais que possuem uma estrutura mais refinada que nos 
proporcionará desenvolver alguns aspectos geométricos, como por exemplo, o 
ângulo ou a distância entre dois vetores. Veremos também que é possível elabo- 
rar mais detalhes sobre operadores lineares definidos em tais espaços vetoriais. 


Definição 12.1 Seja V um espaço vetorial. Um produto interno sobre V é uma 
aplicação que a cada par (u,v) € V x V associa um número real denotado por 
(u,v) satisfazendo as seguintes propriedades 


(i) (u +v, w) = (u, w) + (w, w) para todo u,v,w € V; 


(ii) (qu, v) = alu, v) para todo u,v E V e a € R; 
(iii) (u,v) = (v, u) para todo u,v € V; 
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(iv) (u,u) > 0 seu £ 0. 


O espaço vetorial V munido de um produto interno é chamado de espaço 
euclidiano. 


Observação 12.2 O produto interno também é chamado de produto escalar. 


Algumas propriedades seguem-se imediatamente. 
Por exemplo, vemos que (0, u} = 0 para todo u € V, pois 


(0,u) = (0+0,u) = (0,u) + (0,u), 


e o resultado segue por cancelamento. 

Outra propriedade é que (u, v + aw) = (u, v} + au, w}, para todo u, v, w € 
V e a € R. Basta combinar as propriedades (1), (11) e (111) acima. Desta maneira, 
vemos que o produto interno é linear em cada variável. 

A seguir apresentamos alguns exemplos de produto interno em vários espa- 
ços vetoriais. A verificação das propriedades (i) a (iv) é deixada como exercício. 


Exemplo 12.3 Sex = (£1,..., £n), Y = (y,...,Yn) € R” definimos 


(2,9) =21Y1 + + TnYn (12.4) 


Ex. Resolvido 12.5 Com relação ao exemplo anterior, calcule o produto interno 
entre os vetores (1, —1,1), (0,2, 4) € R*. 


Resolução: Basta notar que 


(CEBA) EN E E 


Ex. Resolvido 12.6 Com relação ao produto interno dado por calcule 
(u,v) comu = (cos 0, sen 0) e v = (cosa, sena). 
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Resolucáo: Temos 
(u,v) = ((cos 0, sen 6), (cosa, sen a)) 


= cos 6 cosa + send sena = cos(0 — a). 


Há vários outros tipos de produto interno no R” além do apresentado em 
Vejamos um exemplo no R? : 


Exemplo 12.7 Se (x,y,z), (x*, y”, 2) € R3, definimos 


((x, y, 2), (x,y, z)) = = + 


E fácil verificar que a expressão acima define um produto interno em Rº. 


Ex. Resolvido 12.8 Com relação ao produto interno apresentado no exemplo 
anterior, calcule ((1, —1,1),(0,2,4)). 


Resolução: 


1-0 =1=2 1-4 1 
od 2,4)) = = 24 
(A, y ), (0, y) )) 2 3 4 3 


Exemplo 12.9 Se f, y € C([a, b]; R) definimos 


Tn f faja(a) de, (12.10) 


que é um produto interno. 


Ex. Resolvido 12.11 Com relação ao produto interno apresentado no exemplo 
anterior, calcule o produto interno entre as funções seno e co-seno definidas no 
intervalo [0, 27]. 
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Resolucáo: 


27 
= (0. 
0 


sen?x 
2 


27 
(sen,cos) = sen z cos g dx = 
0 


Exemplo 12.12 Se A = (a;;), B = (bij) € Mmxn definimos 
i=1 j=1 


Ex. Resolvido 12.13 Com relação ao produto interno apresentado no exemplo 
anterior, calcule o produto interno entre 


y) 


Resolucáo: 


Exercício 12.14 O traco de uma matriz quadrada A é a soma dos elementos da 
diagonal da matriz e é denotado por tr A. Mostre que se A, B € M, então 


(A, B) = tr (B'A) 


define um produto interno em Mp. 


12.2 Norma 


Definição 12.15 Se V é um espaço euclidiano, definimos para cada u € V o 
número |lul| = y/(u, u). Este valor é chamado de norma de u. 


Observação 12.16 Note que é possível extrair a raiz quadrada de (u, u) pois 
este número é não negativo. 
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Exemplo 12.17 Em R”, com o produto interno dado por a norma de x = 


(x1,..., Zn) é dada por 
lell = yH a, 


Note que a norma de x representa o comprimento deste vetor. 


Exemplo 12.18 Em C([a,b];R) com o produto interno definido por|12.10| a 
norma de f € C(|a, b]; R) é dada por 


IfI] = I [Hop de. 


Proposição 12.19 Seja V um espaço vetorial com um produto interno. Temos 


1. |laul| = |alltullparatodoue V e todo a € R; 
2. llull > O para todo u € V; 
3. ||u|| = O se e somente se u = 0; 


4. |(u,v)| < llull lvl] para todo u,v € V (desigualdade de Cauchy-Schwarz); 


5. u+ vl] < jul + poll para todo u,v € V (desigualdade triangular). 


Prova: 
1. ||au|| = y (au, au) = ya? (u, u) = la] y (u, u) = lal llull. 
2. Óbvio pois a raiz quadrada é não negativa. 


3. Se u = 0 então ||ul| = 440,0) = 0. 


Reciprocamente, se u 4 0 então (u, u) > 0e ||ul| = y (u, u) > 0. 
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4. Se v = 0 então |(u,0)| = 0 = |lul| lloll. 


Suponha que v +Æ 0. Para todo a € R, temos ||u + av!||? > 0. Logo, 
0 < (u+ov,u+av) = (uu) + 2(u, vja + w, vja’ 


= [Jul]? + 20(u, v) + |[v]1%02. 


Assim, 
A = 4(u, v)” — 4]JulPIolP < 0, 


ou seja, (u, v}? < |Jul2||v]|2. Extraindo a raiz quadrada, obtemos | (u, v)| < 


luli ol. 
5. A seguir usaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz 
|lu + v|? = (u+0,u+0) = lu]? + lol]? + 2(u, v) 
< llull? + Io) É +2]lu/11/011 = fell + ell. 
Extraindo a raiz quadrada, segue o resultado desejado. 


E 
Observe que a desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada ao produto interno 


do R” dado por nos diz que 


(mn ++) < (£i +++ + ya). 


A mesma desigualdade aplicada ao produto interno em C([a, b, |; R) fornece 


(f ros de) < [nara Jor de 


Proposição 12.20 (Identidade do Paralelogramo) Sejam u e v vetores de um 
espaco euclidiano. Entáo 


[lu + vl? + lu — vll? = 2(Ihu [2 + el’). 
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lu + vll? + lu —v?=(u+v,u+v)+(u—v,u— v) 

= (u,u) + (v, v} + 2(u, v} + (u,u) + w, v) — 2(u, v) 


=2(u, u) + 2(v,0) =2llull? + [[ul1?). 
E 
A próxima proposição mostra como se pode obter o produto interno entre 
dois vetores a partir das normas de suas soma e diferença. 
Proposição 12.21 Sejam u e v vetores de um espaço euclidiano. Então 
[lu + o]? — llu — ul]? = 4(u, v). 
Prova: 
[fu + ol]? [fu — vll? = (u +v,u +v) — (u— v, u— v) 
= (u, u) A (v, v) un 2(u, v) = (u, u) = (v, v) T 2(u, v) 


= 4(u, v}. 


Ex. Resolvido 12.22 Calcule (u, v) sabendo-se que |u+v|| = 1 e ||u—v|| = 1. 
Resolução: Temos 


(1,0) = Ellu + vlè- llu — o?) = 0. 
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12.3 Distância 


Definição 12.23 Num espaço euclidiano V definimos a distância entreu,v € V 
como 
d(u,v) = ||u — ul). 


Resulta da proposição |12.19l que a distância satisfaz as seguintes proprieda- 
des. 


Proposição 12.24 Num espaço euclidiano V temos 
1. d(u,v) > 0 para todo u,v € V; 
2. d(u,v) = 0 se e somente se u = v; 
3. d(u, v) = d(v, u) para todo u,v € V; 
4. d(u,v) < d(u, w) + d(w, v) para todo u, v,w € V. 


Ex. Resolvido 12.25 Com relacáo ao produto interno calcule a distáncia 
entre os pontos u = (1,1,3,2) ev = (2,2,1,0) de R*. 


Resolução: Temos 
d(u,v) = y(1 = 2} + (1 — 2)? + (3 — 1)? + (2 — 0)? = v10 


Ex. Resolvido 12.26 Com relação ao produto interno|12.10|calcule a distância 
entre as funções sen e cos de C([0, 2r]; R) 


Resolução: Temos 


27 
d( sen , cos)? = / [sen x — cos x]? dx 
0 


27 27 
= [senta + costa — 2sen z cosa] de = | [1 — 2 sen z cos 1] dx = 
0 0 


27 
= g — sen?2|, =:2 


Portanto, d( sen, cos) = v 2r. 
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12.4 Ángulo 


Sejam V um espaço euclidiano e u,v € V ambos não nulos. Pela desigualdade 
de Cauchy-Schwarz (veja proposição |12.19) temos 


= full ol) < (u,v) < llull fo!) 


ou ainda, 
¿XAO ai 
llull ol 
Desta forma, existe um único número real 0 € [0,7] tal que 
(u, v) 
llull ol 


cos O = 


Este número 0 é chamado de ângulo entre os vetores u e v. 


Ex. Resolvido 12.27 Calcule o ângulo entre as funções seno e co-seno definidas 
em [0,27] com o produto interno dado por|12.10 


Resolução: 
27 27 
1 2 
(sen , cos } = sen z cosg dr = sen“ = 0. 
0 2 0 
Desta forma, o ângulo entre seno e co-seno é 5. 


Ex. Resolvido 12.28 Sabe-se que |lul| = lvl] = 1 e ||u — v|| = 2. Calcule o 
ángulo entre u e v. 


Resolução: Como ||u — v|| = 2 então 
4 = ||ju — ul]? = (u = v,u = v) 
= [Jul] + llel] — Xu, v} = 2 — 2(u, v). 


Assim, (u, v) = —1 e 


ou seja, O = 7. 
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12.5 Ortogonalidade 


Definição 12.29 Seja V um espaço euclidiano. Dizemos que u,v € V são orto- 
gonais se (u, v) = 0 e, neste caso, denotaremos uv. 


Dizemos que um conjunto S = {u1,..., Un} C V é ortogonal se u; Lu; 
quando i # j. 
Dizemos que um conjunto ortogonal S = {u;, ..., un} C V é ortonormal se 


pl) =1,9 ljn: 
Dizemos que u € V é ortogonal a um subconjunto não vazio S de V se u for 
ortogonal a todos os elementos de S. Neste caso usaremos a definição u LS. 


Exemplo 12.30 S = {(1, 0,0), (0, 1,0), (0,0,1)} C R? é um conjunto ortonor- 
mal com relação ao produto interno dado por 


Observação 12.31 Se u = 0 ou v = 0 então ulv. Se u Æ 0 e v Æ 0 então ulv 
se e somente se o ángulo entre u e v é T /2. 


Observação 12.32 Se S = {u1,..., Un} C V é um conjunto ortogonal com 


u; #0, j = 1,...,n então 
(ap Tal) 
ho A] 


Proposição 12.33 Sejam V um espaço euclidiano e S = {u;,..., un} C V um 
conjunto ortonormal. Então u;,...,u, são linearmente independentes. 


é um conjunto ortonormal. 


Prova: Se 
yu +*** + nUn = 0 (12.34) 


então, fazendo o produto interno do vetor acima com u; e lembrando que (u1, u1) 
= |ju ||? = 1 e (uj, u1} = 0, se j = 2, . . . , n, obtemos 


Q1 = &ı (u1, u1) + Ca + Qn (Un, U1) = (0, u1) = 0, 
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isto é, ay = 0, el12.34|fica 
QAU +-** * + QuUn = 0. 


Tomando o produto interno do vetor acima com uz, obtemos, como acima, que 
as = 0. Repetindo o processo chegamos à conclusão que a única possibilidade 


para|12.34Jé a; =--- = an =Q. 


Observação 12.35 A proposição acima continua válida se S for apenas um con- 
junto ortogonal com elementos náo nulos. 


Definição 12.36 Se V é um espaço euclidiano de dimensão n e se U;z,...,Un 
formam um conjunto ortonormal, entáo diremos que estes vetores formam uma 
base ortonormal de V. 


Proposição 12.37 Sejam V um espaço euclidiano que possui uma base ortonor- 
mal dada por u;,...,un. Então, seu € V temos 


u = (u, ur + (U, Un) Un. 


Prova: Como u1,..., un formam uma base de V, existem 04,...,a, € R tais 
que 


u = 0141 ++ Anun. 


Tomando o produto interno de u com u1, temos 
(u, u1) = calm, U1) +: + Qn(Un, U1) = Q1, 


pois a base é ortonormal. O resultado segue tomando o produto interno de u por 
u2, Us, etc. 


Ex. Resolvido 12.38 Encontre as coordenadas de (1,1) € R? com relação à 


base formada por (2, %2) e (2, — 42), 
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Resolução: Como a base em questão é ortonormal, pela proposição anterior, 
temos que 


Deu A A Ee 
AAC 


Desta forma as coordenadas de (1, 1) com relação à base acima são 
v2 
o): 


Proposição 12.39 Sejam V um espaço euclidiano e U = |u, ... , un] o subespa- 
ço gerado por um conjunto ortonormal S = {u;, .. . , Un }. Então, para qualquer 
u € V o vetor dado por 


v = u — (u, u)u — ++: — (U, Un)Un 


é ortogonal a todo w € U, isto é, v LU. 
Além do mais, v = O se e somente se u = (u, u)u +--+ (u, Un)Un, isto é, 
se e somente se u E |u1,... , Un]. 


Prova: Seja w € U. Podemos escrever w = Do aju;. Precisamos mostrar 
que (w,v) = 0, isto é, (Sis 034,0) = » 7-1 0(u3, v) = 0. Portanto, basta 
verificar que (u;,v) = 0 para cada j = 1,...,n. Como u1,...,u, formam um 
conjunto ortonormal, temos 


(uj, v} = (uj, u — (u, uu — ++ — (U, Un) Un) 


= (uj, u) a (u, u1) (Uj, UM) A (u, Un) (Uj, Un) 


= (uj u) — (u, uj) (uj, uj) = (uj u) — (u, uj) = 0. 
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Proposição 12.40 Sejam V um espaço vetorial e U um subespaco de V. Se u € 
UeulU então u = 0. 


Prova: Como u € U e u é ortogonal a todo vetor de U, devemos ter ||u||? = 
(u, u) = 0, ou seja, u = 0. 


E 
Proposição 12.41 Sejam S = fu;,...,un) e R = {v1,..., Un} conjuntos or- 
tonormais de um espaço euclidiano V tais que |S] = |R]. Então, para u € V, 
temos 
(u, u)u +++ (U, UU = (U, 01)01 + + (u, Un Wn- 
Prova: Seja u € V. Coloque U = [R] = [S], 
W =u—= ((u, uju A (u, Un) Un) 
e 
Wa =U— ((u, vivi OS (U, Un) Un) : 
Pela proposição |12.39| w1, w2-LU. Logo, para todo w € U, temos (w, — 
wz, w} = (w1, w) — (wa, w) = 0, isto é, (w, — wa) LU. 
Note também que 
wi — W = (u, vv +- + (U, 0, )0n — (Cu, uu + + (U, Jun) EU. 
Segue da proposição |12.40lque wı — wa = 0, isto é, 
(u, uju E dd (u, Un) Un = (u, v1)U1 bis y (u, Un) Un- 
E 
Definição 12.42 Sejam S = {u1,..., Uun} C V um conjunto ortonormal de um 


espaço euclidiano V eU = [wm,...,un). Seu € V, o vetor 
(u, uu +-+- + (U, Un) Un 


é chamado de projeção ortogonal de u sobre o subespaço U. 
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Observacáo 12.43 Se v € V é um vetor náo nulo entáo S = tr) é um con- 
junto ortonormal. Assim, seu € V, a projeção ortogonal de u sobre [S] nada 
mais é do que o vetor 


v, v (u, um 


PTS Toi 


w = 


Neste caso, w é chamado de projeção ortogonal de u sobre v. 


Ex. Resolvido 12.44 Com relação ao produto interno usual de RÌ, verifique que 
os vetores u = (Fo -5 73) eus = (Z Ta 0) formam um conjunto ortonor- 
mal e encontre a projeção ortogonal de u = (2,3, 1) sobre o subespaço gerado 
por u: e us. 


Resolucáo: Claramente, 


Também, 
S o 
ovo vovo vo 


Assim, a projeção ortogonal de u = (2,3,1) sobre [w, u2] é 


(u1, Up) 


w = (u, uu + (u, uz)ua 


1 1 1 1 1 1 
03D GRAZ ER 
PE EETA IA EA A O: 


v2 12 042 4/2. 2 2 
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Ex. Resolvido 12.45 Considere 23(R) com o produto interno dado por 


1 
(pa) = | riot) dz 
0 
Encontre a projeção de p(x) = 1 + x + x? + a* sobre [q(x)] = |z? — z]. 


Resolução: Temos 


lar = f (a -ajido = f (0º +a? — 20) de = F | > _ - 

0 6 i 
A S 
57 | 3 5 > 105 


1 
(= (rota) | (1+2+0242%) (0 — 2) de 
0 


1 
= 1 (=z — z? + x* + zô) de = —11/21. 
0 


Assim a projeção ortogonal de p(x) sobre q(x) é 


12.6 Processo de Gram-Schmidt 


A demonstração do próximo teorema fornece um método para se conseguir uma 
base ortonormal de um espaço euclidiano a partir de uma base dada. 


Teorema 12.46 Todo espaço euclidiano de dimensão finita possui uma base 
ortonormal. 
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Prova: A prova é por indução sobre a dimensão do espaço. 
Seja V um espaço euclidiano de dimensão finita. Se dim V = 1 então existe 
vı E V, tal que V = [vı]. Como vı 4H 0, tomamos 


Ui 


1=i 


[por 


e, dessa forma, (wu) é um conjunto ortonormal e V = [u;], ou seja, us forma 
uma base ortonormal de V. 
Se dim V = 2 então existem v1, v2 € V tais que V = [v¡, va]. Coloque 


vi 


1 mo 


[TE 


Nosso trabalho se resume em encontrar um vetor ortogonal a wu; e que tenha 
norma 1. Primeiramente vamos encontrar um vetor ortogonal a u;. Ora, pela 
proposição basta tomarmos u4 = va — (vo, uu. Note que us Æ 0, 
pois vı e va são linearmente independentes. Resta agora normalizar us, isto é, 
definimos 

Us 


“Tal 


e então 
vı va — (v2, U1)U1 


vi vz — (va, 41711 || 


formam uma base ortonormal de V. 

Dado n € N, suponha que tenhamos provado o teorema para todos os espa- 
cos euclidianos de dimensáo n — 1. Queremos provar que o mesmo é verdade 
para todo espaço euclidiano de dimensão n. 

Se dim V = n > 2 então existem v1,...,U, € V que formam uma base de 
V. Note que U = [v1,...,v,-1] é um subespaço de V de dimensão n — 1. Desse 
modo, usando a nossa hipótese de indução, é possível tomar uma base ortonormal 
de U. Chamemos estes vetores da base ortonormal de U por u;,...,u,-1. Como 


Un É U então, pela proposicáo|12.39| o vetor 


Uy, = Un — (Un, U1)U1 — +++ — (Up, Un—1)Un—1 
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é não nulo e ortogonal a todos os elementos de U (portanto, ortogonal a u;,..., 
un—1). Para finalizar, tomamos como base de V os vetores 


Ui, +++, Uns Un 
sendo 
ul, Un — (Un, UU — +++ — (Un, Un—1)Un-1 
Un = 7 = , 
luz | [Un E (Un, U1)U1 E (Un, Un 1) Un—11| 


Observação 12.47 No caso de um espaço euclidiano tridimensional, se vı, va, 
vs formam uma base, então uma base ortonormal deste espaço pode ser dada 


pelos vetores 
vi 


1=i 7 


¡A 


Va — (va, U1)U1 
Ivo = (va, u1)u1 || 


Us = 


_ U3 — (v3, Ui) Uy — (Uz, U2)U2 
vs = (v3, Ui) Uy = (uz, uz) Us || 


u3 


Ex. Resolvido 12.48 Encontre uma base ortonormal de P(R) munido do pro- 
duto interno (p, q) = Jo plæ)ala) dx. 


Resolucáo: Usaremos o processo de Gram-Schmidt para construir uma base or- 
tonormal a partir da base formada pelos polinômios 1, x e «2. Temos 


1 
11] sal lda sd 
0 


e colocamos py; (x) = 1. Seguindo o processo, definimos 


D (x,1)1 
PA) = a, DAT 
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(= f ade = 5 E -ens [0 de = 5. 


Assim, pa(1) = V12(x — 5) = V3(2x — 1). Por fim, colocamos 


x? — (x?,1)1 = le, 4307 — 1))V3(2x — 1) 


Pole) = Tos = e 191 (82, V3(20 — 1))V3(2% — DI 
sendo 
e O a i xr’ dz = E (x? V3(2x — 1)) = v5/ x*(2x — 1) de = ze 
e 
z? — (2°, 1)1 — (22, V3(25 — 1))v/3(22 — 1)]P = (la? — z + a? = 
“a 2 _ 1 
=/ (x Si) dx er 
Assim, 


pala) = V180(2? — £ + 5) = V5(6x? — 6x + 1). 


Desta forma, uma base ortonormal de (RR) é dada por 


p(x) =1, pala) = V3(2% — 1) e pa(x) = V'5(6a? — 6x +1). 


Ex. Resolvido 12.49 Encontre uma base ortonormal de 


W =((x,y, z) €R*%x-—2y = 0}. 
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Resolucáo: Note que (x, y, 2) € W se e somente se 
(x,y,z) = (2y,y, 2) = y(2,1,0) + 2(0,0, 1). 


Desta forma (2, 1,0) e (0, 0, 1) formam uma base de W. 

Tomaremos como w = (0,0,1), pois este vetor é unitário (tem norma 1). 
Pelo processo de Gram-Schmidt, uz é a projeção ortogonal unitária de (2,1,0) 
sobre u4, isto é 


(2,1,0) — ((2,1,0),(0,0,1))(0,0,1) (2,1,0) cd DT 0) 
1(2,1,0) — ((2,1,0), (0,0, D)(0,0, DI 10,01 55 O 


uy = 


Ex. Resolvido 12.50 Encontre uma base ortonormal de 


W =((x,y,2,1) ER +y+2+t=0). 


Resolução: Temos que (x, y, z, t) € W se somente se 
(x, y, 2,t) = (—y =z — t, y, z, t) 


= y(—1,1,0,0) + z(—1,0, 1,0) + t(—1,0,0,1). 


Como (—1,1,0,0), (—1,0, 1,0) e (—1,0,0, 1) são linearmente independentes, 
segue-se que formam uma base de W. Coloquemos 


(—1,1,0,0) 1 1 


H = = (— > ,0, 0). 
s II(—1, 1, 0, 0) || V2 v2 
FR (—1, 0, 1, 0) — ((—1, 0, 1,0), C% F 0, 0) -7> Z0, 0) 
(1, 0, 1, 0) E = 0, 1,0), (= a 0, O= 0% 0) 
—3,—5,1,0 1 
z 2772 ças ON 
lE,-2101  v6 
(—1, 0, 0, 1) E (El, 0, 0, 1), uu: Fi (El, 0, 0, 1), uz) ua 
u = 
É (EL 0, 0, 1) = (El 0, 0, 1), uju a ((—1, 0, 0, 1), us)us || 
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em que 
((=1,0,0,1), w) = ((=1,0,0,1), (+75, 75+0,0)) = 


(A A A 


Assim, 


1 1 


is (e o ai 
) ) ) 2 vo" V2 b) V6 v6 ) b) b) 
1 1 11 1 1 1 1 
= —1, 0,0,1 | GN Ta ,0,0 | , al ,0 E ed DS , 
Desta forma, 
(33-31) 1 1 1 1 
Us = v3(— 1 997 ,1) 
ICi -4-4 DI 2 3 3 


12.7 Complemento Ortogonal 


Definição 12.51 Sejam V um espaço euclidiano e U um subespaço vetorial de 
V. O complemento ortogonal de U é o conjunto 


Ut = {ve V; (u,v) =0, VueU). 


Proposição 12.52 U- é um subespaco vetorial de V. 


Prova: Temos 0 € U+ pois (0, u) = 0 para todo u € U.Sev,w E Utea ER, 
então para todo u € U, temos 


(v + aw, u) = (v, u) + alw, u) = 0. 


Portanto, v + aw € U+. 
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Observação 12.53 Se V tem dimensão finita então u € U+ se e somente se u é 
ortogonal a todos os vetores de uma base qualquer de U. 


Ex. Resolvido 12.54 Encontre U+ se U = {(x,y,z) € RÌ; x — y — z = 0}. 


Resolução: Temos (x,y,z) € U se somente se (x,y,z) = (y + 2,y,2) = 
y(1,1,0) + z(1,0,1). Vemos que (1,1,0) e (1,0,1) formam uma base de U. 
Assim, (x,y,z) € UŁ se somente se 


((z, y, 2), (1, 1, 0), =0 e ((x,y, z), (1,0,1)) =0, 


ou seja, 


Assim, 


Teorema 12.55 Sejam V um espaço euclidiano de dimensão finita e U um su- 
bespaço vetorial de V. Então V = U Y U+. 


Prova: Dado v € V, seja w a projeção ortogonal de v sobre U. Temos v = 
w + (v — w) e pela proposição [12.39] w € U e para todo u € U, (v — w,u) = 0, 
ou seja, v € U + U+. 

Agora, se u € U N U+ então (u, u) = 0 e, portanto, u = 0. 


12.8 Isometria 


Definição 12.56 Sejam U e V espaços euclidianos. Dizemos que T € L (U, V) 
é uma isometria se (T (u1), T(uz)) = (u1, ua) para todo u1, ug € U. 


Observação 12.57 Note que os produtos internos acima, embora representados 
pelo mesmo símbolo, são produtos internos de V e de U, respectivamente. 
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Exemplo 12.58 (rotação) T : R? —> R? dada por 


T(x,y) = (xcos9 — y sen 0, x sen 0 + y cos 0) 


é uma isometria, com 0 E R. 


De fato, 
(Ui yı), T (xə, Y2)) 


= ((xı cos 0 — y, sen 0, xı sen 0 + y, cos 0), 
(£ cos 0 — ya sen 0, xa sen 0 + ya cos 0)) 


= zo (cos* 0 + sen 20) — yy ma(— cos O sen O + cos 0 sen 0) 
— 1 yo(cos O sen O — cos O sen 0) + yiya(cos?* 0 + sen 20) 


= 21% + Yiya = ((21,y1), (22, ya). 


Teorema 12.59 Sejam U,V espaços euclidianos e T € Z(U,V). São equiva- 
lentes: 


1. Té uma isometria; 


2. [IT (w) || = llul] para todo u € U; 


3. ||[T(u) — T(v)| = lu — v|| para todo u,v € U; 
4. Se {u1,..., Un} CU é ortonormal então {T (u¡),..., T(u,)) é ortonor- 
mal em V. 


Prova: (1 => 2) Como T é uma isometria temos que (T(u), T(v)) = (u,v) 
para todo u,v € U. Em particular, tomando u = v, obtemos 


ITD? =(T(u),T(u)) = (u, u) = llull, 


ou seja, |T (u)|| = ful. 
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(2 => 3) Para todo u, v € U, temos 
IT) — Pro) = T — v) = llu — vll- 
(3 => 1) Note que 
[T(u) + Tlo) || = |T) — T(=0)l| = llu — (0) = [lu + ol]. 


Pela proposigáo|12.21| temos 


(Pu), Tv) = F(T) + T(9)1P = [IT (u) — Te 


1 
= (lu + vl? — llu = vl) = (u, 0). 


(1 => 4) Se (uy,..., Un} é um conjunto ortonormal de U então, como T é 
uma isometria, temos 


1, sei=9 


(T(u;), Tluz)) = (ui, uj) = É e 


ou seja, {T (u1), ..., T(un)+ é um conjunto ortonormal. 
(4 => 1) Seja u1,...,u, uma base ortonormal de U. Por hipótese, T'(u;), 
..., T (un) formam um conjunto ortonormal. Dados u, v € U, escrevemos 


u = 0841 +: ** + Anun 


v = Bu +: + BnUn 
e obtemos 


n n 


(Tu), T(u)) =( 2 aiT (ui), Za BT) =D, ab Tu), T(u;)) 


i=1 j=1 


n 
e ` obs. 
i=1 
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Por outro lado, 


n n 


(u,v) = (J oii, P Bju) =y > ais) 


i=1 j=1 


n 
= Ne Qili. 
i=1 


Comparando as expressões acima, concluímos que T é uma isometria. E 
Corolário 12.60 Se T € Z(U,V) é uma isometria então T é injetora. 
Prova: Basta ver que se T (u) = 0 então |lu|| = ||T(u)|| = 0, portanto, u = 0. E 


Corolário 12.61 Se T € Z(U,V) é uma isometria e dim U = dim V então T 
é um isomorfismo. 


Prova: Como U e V têm a mesma dimensão e T é injetora, segue-se que T' é 
uma bijeção, isto é, um isomorfismo. E 


Ex. Resolvido 12.62 Seja T € R? tal que a matriz de T com relação a uma 
base ortonormal de R? é dada por 


a 1) 


Resolução: Vejamos, se u, v é uma base ortonormal de R? e 


ab 
c d 
é a matriz de uma isometria S com relação a esta base então pelo teorema anterior 


[Sull = ||S(v)|| = 1. Além do mais, (S(u), S(v)) = 0. Como S (u) = au + cv 
e S(v) = bu + dv, teríamos 


T é uma isometria? 


a +e =l 


+d = 1 
ab + cd = 0 
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Deste modo, T não pode se uma isometria pois, por exemplo, 12 + 2? = 5 Æ 1. 


Vejamos como fica a matriz de uma isometria T € -2 (U) com relação a uma 
base ortogonal B = [uz,..., Un}. Seja M = [T|p = (aij). Como 


(a) = 01jU1 + ec + AnjUn, 
obtemos 


1, set=j 
0, sei#j 


2 


Quim; + *** + AmAnj = (T (ui), Plus) = (ui, uz) = dj = 


ou seja, as colunas da matriz M quando vistas como vetores do R” são ortonor- 
mais. 


Vale observar também que 
MM = (41,015 + E + diaz) = Ín. 


Uma matriz quadrada com a propriedade acima é chamada de matriz ortogonal. 


Exercício 12.63 Sejam A, B € M, tais que AB = L,. Mostre que BA = l, e, 
portanto, B = A. 


Com base no exercício acima, vemos que se M € M, é uma matriz ortogonal 
então MM = MM! = I, e, portanto, M7? = M*. Observe que a equação 
MMt = [,, nos diz que as linhas da matriz M quando vistas como vetores do 
R” são ortonormais. 


Se M é ortogonal então 
(det M)? = det M det M = det M* det M = det M'M = det Ip = 1, 


isto é, 


det M| = 1. 
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12.9 Operador Autoadjunto 


Definição 12.64 Sejam U um espaço euclidiano e T € Z(U). Dizemos que T 
é um operador autoadjunto se (T(u),v) = (u, T(v)) para todo u,v € U. 


Ex. Resolvido 12.65 Seja T € Z (R?) dado por T(x,y) = (ax + by, bx + cy). 
Verifique que T é um operador autoadjunto. 


Resolução: Temos 

(Tlz, y), (2,t) = ((ax + by, bx + cy), (2,t)) = azz + byz + bat + cyt. 
Por outro lado, 

((x, y), T(z,t) = ((x, y), (az + bt,bz + ct)) = axz + bat + byz + cyt. 
Comparando as expressões vemos que 


(T(x, y), (2,)) = (x,y), T(z, 1). 


Note que a matriz do operador do exemplo anterior com relação à base 
canônica é uma matriz simétrica. Isto, como diz o próximo teorema, não é uma 
simples coincidência. 


Teorema 12.66 Seja U um espaço euclidiano de dimensão finita. Então, um 
operador T € Z(U) é autoadjunto se e somente se a matriz de T com relação 
a uma base ortonormal de U for simétrica. 


Prova: Sejam (u;,...,u, ) uma base ortonormal e A = (a;;) a matriz de T com 
relação a esta base. 
Temos 
T (ug) = aiku + cc + AngUn, (12.67) 


para todo k = 1,...,n. 
Tomando o produto interno de|12.67|com k = i com o vetor uj, obtemos 


(T(u;), uj) = ayilu, Uj) A anilUn, uj) = Qji. (12.68) 
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Por outro lado, tomando o produto interno de u; com T(u;) temos 
(ui, T(u;)) = 015 (ui, ul) +: + anj (Ui, Un) = lij. (12.69) 


Suponha que T' seja autoadjunto. Queremos mostrar que a;; = aji. Como T 


é autoadjunto, segue de|12.68|e de|12.69|que a;; = aji. 


Reciprocamente, suponha que a matriz (a;;) de T com relação a uma base 
ortonormal, u;,...,u, Seja simétrica. Devemos mostrar que 


(T(u), v) = (u, P(v)). 


Note que se 
u = 0141 ++ Anun 


v = piui +: + Palas 


então, como o produto interno é linear em cada variável e a base acima é orto- 
normal, temos 


(T(u),0) = (X a;T(u:), de Bjus) = >, X oib; (Tlui), u) 
e, analogamente, 
(u, P(v)) = E» È aib; (ui, T(u;)). 


Desta forma, basta mostrar que (T (u;), u;) = (u;, T (u;)). Como (a;;) é a matriz 


de T com relação a esta base, temos por|12.68|e|12.69|que 
(ui), uj) = (ui, Plus), 
como queríamos. E 


Teorema 12.70 Se T € Z(U) é um operador autoadjunto e se À e u são auto- 
valores distintos de T então os autovetores correspondentes são ortogonais. 
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Prova: Sejam u e v autovetores correspondentes a À e u respectivamente. Temos 


(A = tu, v) = (Au, v) — (u, uv) = (T (u), v) — (u, Tlv)) =0 


pois T é autoadjunto. Como À Æ u, segue-se que (u, v) = 0. E 

Finalizamos este capítulo com o seguinte resultado que provaremos apenas 
no caso bidimensional. O caso unidimensional é trivial. Para a prova no caso 
geral, indicamos a leitura do livro Álgebra Linear; de Elon L. Lima, Coleção 
Matemática Universitária [L]. 


Teorema 12.71 Sejam U um espaço euclidiano de dimensão finita e T € L(U) 
um operador autoadjunto. Então existe uma base ortonormal de U formada por 
autovetores de T. Note que todo operador autoadjunto é diagonalizável. 


Prova do caso bidimensional: Seja u, v uma base ortonormal de U. Sabemos 
pelo teorema|12.66|que a matriz de T é simétrica, ou seja, da forma 


A= E r) 
Desta forma, o polinômio característico de T' é da forma 
pr(A) = à? — (a+ c)A+ ac — b’. 
Como 
(a+c) — 4lac— b’) =a +2 — 2ac + 4b? = (a — c) +4? > 0 


vemos que pr (A) só apresenta raízes reais. Se a = c e b = 0 então A = al ea 
própria base u, v serve para provar o teorema. 

Agora, sea Æ c ou b 0 então pr(A) possui duas raízes reais distintas, isto 
é, T apresenta dois autovalores distintos. Pelo teorema[12.70/os autovetores cor- 
respondentes são ortogonais. Basta tomar como base dois autovetores unitários 
correspondentes a cada um dos autovalores. 
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12.10 Exercícios 


Ex. 12.72 Verifique, em cada um dos itens abaixo, se a aplicação (,) é um 
produto interno no espaço vetorial V. 


LV=R$u=(2,mn)w=(x>,y2)elu,w) = 21,12 + 4yyo. 


2. V = P3(R), p(t) = ay + art + azt? + azt’, q(t) = bo + bit + bat? + bt? 
e (p,q) = aobo + a1b1 + azb2 + agbs. 


3. V = M», A, B € Mo e (A, B) =tr(A*B), sendo tr(A) é o traço de A. 


4. V=R*, u = (21,Y1, 21), W = (22, Y2, 22) € (u, W) = £1£2 + Y1Yo. 


5. V=R* u = (21, y1, 21,41), W = (£2, Y2, 22, t2) e (u, W} = 11% + Yiya + 
21292 — tito. 


Ex. 12.73 Para cada um dos itens abaixo determinar; 


a) (u,v) b) llull, Ivl] c) o ângulo entre u e v. 


1. V = R, com o produto interno usual, u = (1,2,1), v = (3,4, 2). 


2. V = PAR), com produto interno (p,q = fo pl t) dt, u = p(t) = 
1+t+4t? v =q(t) = 2 +58. 


3. V = Mo, com produto interno (A, B) = tr(A'B), A = ( o ) 


dem e 


Ex. 12.74 Em cada um dos itens abaixo determinar d(u, v). 


1. V=Rº como produto interno usual, u = (1,1,1,D,v = (1,0, 2,3). 


2. V = PAR), com produto interno (p,q = fo pl tdt,u=1+t, 
v = Št +38. 
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3. V = M3, com produto interno (A, B) = tr(A'B), 
123 12 1 
u=| 4 5 6 e O 01 
111 2. 202 


Ex. 12.75 Verifique se o subconjunto S do espaço com produto interno V é or- 
togonal. 


1. V =R?, como produto interno usual, S = €(0,1,1),(1,1,0)+. 


2. V = PAR), com produto interno (p,q = fo pl t)dt, S = {t,t}. 


3. V = M;, com produto interno (A, B) =tr(A'B), 


00) 01): o) 


Ex. 12.76 Com relação ao exercício anterior, quais conjuntos são ortonormais? 


Ex. 12.77 Determinar uma base ortonormal para cada um dos subespaços ve- 
toriais W do espaço com produto interno V abaixo, utilizando o processo de 
Gram-Schmidt. 


1. V =R*, como produto interno usual, 


W = [|(1,1,0,0), (0, 1,2,0), (0, 0,3, 4)]. 


2. V = PAR), com produto interno (p,q = fa pl t)dt, W=|[1,1+ 
Le. 


3. V = Mz, com produto interno (A, B) =tr(A'B), 


es 
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Ex. 12.78 Determine m € R de modo que T : R? > R? dada por 


1 1 1 2 1 1 1 
TA mz, — = ES SA z 
ES Vo vo vo y2 v3 


seja uma isometria. 


T(x,y,2) =( 


) 


Ex. 12.79 Determinar uma isometria em PR) cuja matriz em relação à base 
1 
5 


canônica é 


a osl- 


0 
O 1 | (comz,y,z € R devem ser determinados). 
yY z 
Ex. 12.80 Verifique se T : M2 => Ma dada por T(A) = A, A € Ma», é uma 
isometria. 


Ex. 12.81 Mostre que o conjunto infinito 


{1, cos z, cos2x,cos3x,..., sen x, sen 2x, sen 3x, ... + 


é um conjunto ortogonal no espaço das funções contínuas C (|0, 27], R) com 
$ 2 
relação ao produto interno (f, g) = Ja f(a)g(a)da. 
A partir do conjunto acima encontre um conjunto ortonormal deste espaço. 


Conclua daí que C([0, 27], R) tem dimensão infinita. 
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